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Streszczenie
The aim of the thesis is to present and analyze two particular problems of
transport in porous media flow. The first of them is related to the process of sa-
turation of porous buildingmaterials. Recently, M. Küntz and P. Lavalée, using a
computer model of this process, have concluded that the anomalous diffusion
assumption is correct. In this thesis I present an alternative explanation of this
results without any refer to anomalous diffusion. The second part of the thesis
covers the numerical analysis of the tortuosity of the flow – one of a very intere-
sting physical macroscopic variables characterizing transport in porousmedia.
—–
Celem niniejszej rozprawy jest przedstawienie oraz analiza dwóch szczegó-
łowych problemów zwia˛zanych z transportem płynów w os´rodku porowatym.
Pierwszy z nich zwia˛zany jest z zagadnieniem zwilz˙ania materiałów budowla-
nych.NiedawnoM. Küntz i P. Lavalée opracowalimodel komputerowy tego pro-
cesu i stwierdzili, z˙emamywnimdo czynienia z dyfuzja˛ anomalna˛.Wniniejszej
rozprawie przedstawiam alternatywne wyjas´nienie tych wyników bez odwoły-
wania sie˛ do dyfuzji anomalnej. Drugie zagadnienie dotyczy szczegółowej ana-
lizy numerycznej kre˛tos´ci przepływu – jednej z ciekawszych makroskopowych
wielkos´ci fizycznych charakteryzuja˛cych transport w os´rodkach porowatych.
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Rozdział
1
Wste˛p
1.1. Wprowadzenie
Transport ciepła, cieczy i gazów przez os´rodki porowate jest zjawiskiem wszech-
obecnym, a badanie jego włas´ciwos´ci ma ogromne znaczenie dla wielu gałe˛zi nauki
i techniki. Do dziedzin, w których zjawisko toma fundamentalne znaczenie, zaliczyc´
moz˙na przemysł wydobywczy gazu ziemnego i ropy naftowej [1, 2, 3], hydrogeologie˛
(budowa zbiornikówwodnych, tam, podziemnych uje˛c´ wody) i rolnictwo (odprowa-
dzanie nadmiaruwody deszczowej i utrzymywanie odpowiedniejwilgotnos´ci gleby).
Zjawisko to wykorzystuje sie˛ tez˙ w przemys´le petrochemicznym (transport ciepła
oraz znaczenie polimerów w procesach wydobycia surowców) [3, 4], przy przetwa-
rzaniu z´ródeł energii (poszukiwanie materiałów porowatych magazynuja˛cych ener-
gie˛ w kolektorach słonecznych) [5], w ochronie przeciwpoz˙arowej (transport przez
materiały izoluja˛ce od wysokich temperatur) [6, 7], w farmacji (dostarczanie leków
do organizmu) [8, 9], w ochronie s´rodowiska (filtracja cieczy w zbiornikachwodnych
oraz odzyskiwanie zwia˛zków z˙elaza z odpadów przemysłowych) [10, 11, 12], diagno-
styce medycznej (elektrody jonoselektywne uz˙yteczne w pomiarach ste˛z˙en´ jonów
w warunkach klinicznych) [13] i technologii nuklearnej (wzbogacanie uranu) [14].
Transport w os´rodkach porowatych lez˙y tez˙ u podstaw działania reaktorów katali-
tycznych, membran [14] i wie˛kszos´ci typów filtrów. Stanowi tez˙ punkt wyjs´cia dla
teorii perkolacji [15, 16]. Porowatos´c´ i przepuszczalnos´c´ dla ciepła, gazów i wilgoci
to podstawowe parametry niemal wszystkich materiałów budowlanych oraz mate-
riałów codziennego uz˙ytku (np. tekstyliów). Jednym z ciekawszych przykładówukła-
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du o strukturze i cechach os´rodka porowatego przepuszczalnego zarówno dla gazów
(powietrze), jak i płynów (krew) sa˛ płuca, które ze wzgle˛du na swoja˛ role˛ w procesie
oddychania stały sie˛ przedmiotem intensywnych badan´ dos´wiadczalnych i teore-
tycznych [17, 18].
Wobec takwielkiego znaczenia dla róz˙nych gałe˛zi przemysłu i nauki, zagadnienie
transportuwos´rodkach porowatych jest problemem interdyscyplinarnympodejmo-
wanym zarówno przez badaczy nauk podstawowych [19, 20, 21, 22], jak i przyrodni-
czych [23, 24], technicznych [5, 25, 26], a nawet medycznych [27, 28, 29]. Mimo, z˙e
wniemal niezliczonej liczbie prac zbadano juz˙ całe spektrum róz˙nych aspektów tego
zjawiska i z˙e pos´wie˛cono mu wiele monografii [1, 30, 31, 32, 33, 34, 35], wcia˛z˙ kryje
ono przed nami wiele tajemnic.
Celem niniejszej rozprawy jest analiza dwóch szczegółowych problemów zwia˛-
zanych z transportem płynów w os´rodku porowatym. Pierwszy z nich zwia˛zany jest
z zagadnieniem zwilz˙ania materiałów budowlanych. Niektóre wyniki dos´wiadczal-
ne i teoretyczne sugeruja˛, z˙e zjawisko to wia˛z˙e sie˛ z tzw. dyfuzja˛ anomalna˛. Nie-
dawno M. Küntz i P. Lavalée opracowali prosty model komputerowy tego procesu
i stwierdzili, z˙e rzeczywis´ciemamywnimdo czynienia z dyfuzja˛ anomalna˛.Wniniej-
szej rozprawie przedstawie˛ alternatywnewyjas´nieniewyników uzyskanych wmode-
lu Küntza i Lavalée’go, nie wymagaja˛ce odwoływania sie˛ do dyfuzji anomalnej.
Drugie zagadnienie dotyczy szczegółowej analizy numerycznej kre˛tos´ci przepły-
wu – jednej z ciekawszych makroskopowych wielkos´ci fizycznych charakteryzuja˛-
cych transport w os´rodkach porowatych [36, 37].
1.2. Dyfuzja normalna i anomalna
W roku 1827 brytyjski botanik Robert Brown zauwaz˙ył, z˙e pyłki kwiatów znajduja˛ce
sie˛ na powierzchni cieczy poruszaja˛ sie˛ ruchem nieuporza˛dkowanym. Zjawisko to
pozostawało długo niewyjas´nione i dopiero Albert Einstein (1905) i Marian Smolu-
chowski (1906) opisali ten ruch jako wynik mikroskopijnych zderzen´ pyłków z cza˛-
steczkami cieczy. Odkrycie Einsteina i Smoluchowskiego ma szereg konsekwencji
dla współczesnej fizyki, szczególnie dla teorii kinetycznej oraz fizyki statystycznej.
To dzie˛ki nim wiadomo, z˙e przesunie˛cie s´redniokwadratowe cza˛steczek w transpor-
cie dyfuzyjnym jest proporcjonalny do pierwiastka z czasu. Prawo to moz˙na zapisac´
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przy pomocy relacji: √
〈r 2〉∝ tα, (1.1)
gdzie 〈r 2〉 jest s´rednia˛ odległos´cia˛ przebyta˛ w czasie t , a wykładnik α w przypadku
dyfuzji normalnej przyjmuje wartos´c´ 1/2. Wielkos´ci makroskopowe takie jak szero-
kos´c´ lub pozycja profili temperatury (lub koncentracji) w transporcie dyfuzyjnym
ciepła (lubmaterii) równiez˙ skaluja˛ sie˛ w czasie zgodnie z równaniem (1.1), tzn. opi-
sane sa˛ jako funkcja jednej bezwymiarowej wielkos´ci x/
p
Dt. Okazuje sie˛ jednak, z˙e
istnieja˛ przypadki, gdy prawo to nie jest spełnione iα 6= 1/2.Mówimywtedy o dyfuzji
anomalnej.
Istnieje szereg doniesien´ eksperymentalnych i teoretycznych na temat dyfuzji
anomalnej pojedynczych molekuł oraz anomalnej dyfuzji chemicznej [38, 39, 40].
Dotycza˛ one m.in. zwilz˙ania materiałów budowlanych [25, 26, 41, 42], dyfuzji siar-
czanu miedzi w cieczy po dejonizacji [43, 44], transportu w układach polimerowych
[45, 46], dyfuzji przez membrany syntetyczne [47] oraz dyfuzji w z˙ywych układach
biologicznych [48, 49].Wpewnychwarunkach anomalna˛ dyfuzje˛ zaobserwowac´moz˙-
na równiez˙ w dyfuzji powierzchniowej [50], a nawet w ruchu cza˛steczek w zanie-
czyszczonej zawiesinie plazmowej [51]. Fizyczne mechanizmy dyfuzji anomalnej
w tych układach sa˛ róz˙ne i nie zawsze kompletnie poznane. Dyfuzje˛ anomalna˛ poje-
dynczychmolekuł tłumaczy sie˛mie˛dzy innymi tym, z˙e odległos´ci pokonywaneprzez
molekuły w kolejnych krokach czasowych lub czasy pomie˛dzy kolejnymi skokami
nie spełniaja˛ załoz˙en´ centralnego twierdzenia granicznego i nie moga˛ byc´ opisane
przy pomocy rozkładu normalnego [52, 53].
Oprócz pojedynczych molekuł, istnieje szereg układów, w których wielkos´ci ma-
kroskopowe nie spełniaja˛ skalowania klasycznego (1.1), a przykładem takich zjawisk
sa˛ procesy zwilz˙ania [25]. Jedna˛ z hipotez tłumacza˛cych dyfuzje˛ anomalna˛ w te-
go typu układach jest wysunie˛ta przez Küntza i Lavallée’go zalez˙nos´c´ współczynni-
ka dyfuzji D od koncentracji dyfunduja˛cej substancji [54]. Zasugerowali oni, z˙e dla
D rosna˛cego z koncentracja˛ c wykładnik α jest wie˛kszy niz˙ 1/2 i mamy do czynie-
nia z procesami przebiegaja˛cymi szybciej od klasycznej dyfuzji (ang. superdiffusion).
Z drugiej strony dla D maleja˛cego z c mamy do czynienia ze spowolnieniem tego
procesu [44]. Hipoteza ta oparta została na wynikach symulacji transportu płynu
wmodelu os´rodka porowatego z losowo rozmieszczonymi rozpraszaczami [55, 41].
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Jednym z zagadnien´ poruszanych w niniejszej rozprawie be˛dzie krytyczna anali-
za tezy Küntza i Lavallèe’go oraz próba podania alternatywnego wyjas´nienia obser-
wowanych przez nich efektów.
1.3. Kre˛tos´c´
Dynamika przepływu zalez˙y odwielu czynników, pocza˛wszy od siły zewne˛trznej, po-
przez mikrostrukture˛ porów os´rodka porowatego, pre˛dkos´c´ przepływu, oddziaływa-
nia płynu z os´rodkiem, az˙ po fizyczny mechanizm transportu. Jedna˛ z bardziej in-
teresuja˛cych wielkos´ci fizycznych opisuja˛cych przepływ jest kre˛tos´c´ – bezwymiaro-
wa wielkos´c´ charakteryzuja˛ca efektywne wydłuz˙enie drogi, wzdłuz˙ której zachodzi
transport. W klasycznym przepływie cieczy (transportu masy) przez os´rodek poro-
Rysunek 1.1. Graficzne porównanie transportu przez os´rodek porowaty o róz˙nych warto-
s´ciach kre˛tos´ci: a) T = 1 oraz b) T > 1.
waty kre˛tos´c´ T definiuje sie˛ jako stosunek:
T = 〈λ〉
L
, (1.2)
gdzie 〈λ〉 jest s´rednim efektywnymwydłuz˙eniemdrogi przebywanej przez ciecz (cze˛-
sto oznaczana˛ równiez˙ jako Le ), a L jest liniowym rozmiarem układu w kierunku
gradientu cis´nienia lub siły zewne˛trznej, co implikuje T Ê 1 (rysunek 1.1). Kre˛tos´c´
jest wielkos´cia˛ o tyle interesuja˛ca˛, z˙e zawiera w sobie dwojaka˛ informacje˛: zarówno
o strukturze os´rodka, jak i o charakterze transportu.
Juz˙ 46 lat temu w swojej pracy opublikowanej wNature Lorenz zauwaz˙ył, z˙e kre˛-
tos´c´ w konteks´cie os´rodkówporowatych interpretowana jest na róz˙ne, niekiedywza-
jemnie sprzeczne sposoby, co dotyczy szczególnie jej relacji do porowatos´ci [56].
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Obecnie oprócz kre˛tos´ci hydrodynamicznej w literaturze znalez´c´ moz˙na odniesie-
nia do kre˛tos´ci dyfuzyjnej [57], elektrycznej [56, 19], a nawet kre˛tos´ci w transporcie
fali dz´wie˛kowej [19]. Co wie˛cej, wyznaczane w róz˙ny sposób zalez˙nos´ci kre˛tos´ci od
porowatos´ci T (φ), bardzo waz˙ne z punktu widzenia zastosowan´, róz˙nia˛ sie˛ w zalez˙-
nos´ci od przyje˛tego modelu transportu oraz przyje˛tej metodyki badan´.
W zakresie niskich liczb Reynoldsa, gdy brak jest efektów inercyjnych [20], prze-
pływ płynu Newtonowskiego przez os´rodek porowaty podlega prawu Darcy’ego:
q=−k
µ
∇P, (1.3)
gdzie q jest strumieniem płynu, k przepuszczalnos´cia˛ os´rodka, µ lepkos´cia˛ dyna-
miczna˛ płynu, a ∇P gradientem cis´nienia, pod wpływem którego naste˛puje prze-
pływ. Podstawowym problemem zarówno teoretycznym, jak i dos´wiadczalnym, jest
zalez˙nos´c´ przepuszczalnos´ci os´rodka k od jego porowatos´ci φ [58, 59]. Najbardziej
znana˛ zalez˙nos´cia˛ tego typu jest wyprowadzona na gruncie teorii kapilarnej relacja
Kozeny’ego [1]:
k = c0
φ3
S2
, (1.4)
gdzie c0 jest stała˛ Kozeny’ego uwaz˙ana˛ za ceche˛ geometryczna˛ układu, a S jest polem
powierzchni mikroporów os´rodka porowatego w jednostce obje˛tos´ci (ang. specific
surface area).
Historycznie, poje˛cie kre˛tos´ci whydrodynamice zostałowprowadzoneprzezCar-
mana w 1937 roku [60], jako poprawka empiryczna do kapilarnej teorii Kozeny’ego.
Dzie˛ki niej relacja mie˛dzy przepuszczalnos´cia˛ k a porowatos´cia˛ φ przyje˛ła naste˛pu-
ja˛ca˛ postac´:
k = c0
φ3
T 2S2
, (1.5)
gdzie wyste˛puja˛ca w tym równaniu kre˛tos´c´ T , pocza˛tkowo wykorzystywana bardziej
jako dodatkowy parametr teorii, okazała sie˛ byc´ mierzalna˛ wielkos´cia˛ fizyczna˛, in-
terpretowana˛ jako wydłuz˙enie drogi w transporcie przez os´rodek porowaty. Kre˛tos´c´
nie jest jednak jedynie cecha˛ geometryczna˛ os´rodka, a jej wartos´c´ zalez˙y równiez˙
odmechanizmu fizycznego transportu [36]. Co wie˛cej, jak wspomniałemwyz˙ej, roz-
róz˙nia sie˛ kre˛tos´c´ dyfuzyjna˛, elektryczna˛ oraz hydrodynamiczna˛ [56, 61, 62]. Kre˛tos´c´
dyfuzyjna˛ Td os´rodka porowatego definiuje sie˛ wzorem:
Td =
D
Dφ
, (1.6)
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gdzie Dφ to współczynnik dyfuzji mierzony w os´rodku porowatym, a D to współ-
czynnik dyfuzji samego płynu bez obecnos´ci przeszkód i kanałów. Ze wzgle˛du na
wpływ mikrostruktury os´rodka na dynamike˛ procesów dyfuzyjnych, D Ê Dφ, czyli
Td Ê 1 [63]. Analogicznie wprowadza sie˛ kre˛tos´c´ elektryczna˛ Te jako:
Te =φ
σφ
σ
, (1.7)
gdzie φ to porowatos´c´ os´rodka, a σφ oraz σ sa˛ opornos´ciami włas´ciwymi os´rod-
ka porowatego zanurzonego w elektrolicie oraz opornos´cia˛ samego elektrolitu. Ze
wzgle˛du na spowolnienie procesów transportu przez obecnos´c´ przeszkód w os´rod-
ku σφ Êσ, czyli Te Ê 1.
Jednym z głównych kierunków badan´ nad kre˛tos´cia˛ sa˛ próby skorelowania jej
z łatwiej mierzalna˛ dos´wiadczalnie porowatos´cia˛ φ os´rodka wmoz˙liwie jak najogól-
niejszej formie.W tym celu, na przestrzeni lat, przeprowadzonych zostałowiele ana-
liz teoretycznych [64, 19], badan´ dos´wiadczalnych [65, 66], a w ostatnich latach coraz
cze˛s´ciej równiez˙ obliczen´ numerycznych [67, 68], których zadaniem było wyznacze-
nie relacji T (φ) dla róz˙nych układów fizycznych.
Najbardziej znane i charakterystyczne relacje wia˛z˙a˛ce T z φ to:
T (φ) = φ−p , (1.8a)
T (φ) = 1−p lnφ, (1.8b)
T (φ) = 1+p(1−φ), (1.8c)
T (φ) =
[
1+p(1−φ)
]2 , (1.8d)
T (φ) = 1+p (1−φ)
(φ−φc)m
, (1.8e)
gdzie p [oraz m w równaniu (1.8e)] sa˛ wolnymi parametrami uz˙ywanymi w proce-
durze dopasowania teorii do eksperymentu. Pierwsza z tych relacji została zapro-
ponowana na podstawie badan´ nad przewodnictwem elektrycznym przez Archiego
w 1942 roku [69] i jest cze˛sto stosowana równiez˙ w innych kontekstach, np. do opisu
przepływu cieczy [21, 70]. Drugie z równan´ zostało wyprowadzone na gruncie teo-
retycznych rozwaz˙an´ nad transportem dyfuzyjnym w układach swobodnie pokry-
waja˛cych sie˛ sfer (p = 1/2) [71, 72] lub cylindrów (p = 1 lub p = 3/2) [73]. Podob-
na relacja została równiez˙ wyznaczona empirycznie (z parametrami p ≈ 0.86 oraz
p ≈ 1.66) poprzez najlepsze dopasowanie dla kre˛tos´ci hydraulicznej w eksperymen-
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cie przepływu przez układywymieszanych przeszkód z róz˙nym stosunkiemszeroko-
s´ci do grubos´ci [65] oraz w pomiarach kre˛tos´ci elektrycznej w zawiesinie szklanych
kul [66]. Równanie (1.8c) jest zalez˙nos´cia˛ empiryczna˛ dla przepuszczalnos´ci dna na-
turalnych zbiorników wodnych [74]. Zalez˙nos´c´ liniowa (1.8c) była równiez˙ wypro-
wadzona na gruncie badan´ numerycznych nad przepływem z uz˙yciemmodelu gazu
sieciowego (p = 0.8) [67] oraz teoretycznie dla modelu rozpraszania fali dz´wie˛kowej
w os´rodkuwypełnionym ciecza˛ (p = 1) [64, 19]. Równanie (1.8d) uzyskanowmodelu
kre˛tos´ci dyfuzyjnej w osadach dna morskiego, dla którego oszacowana została wiel-
kos´c´ p ≈ 1.1 [75]. Z kolei zaproponowana przez Koponena w 1997 roku relacja (1.8e),
zawiera dodatkowy wolny parametrm i została wyznaczona na gruncie obliczen´ w
modelu zbliz˙onymdo tego, jakiego uz˙yjemywanalizie przeprowadzonej wniniejszej
pracy (p = 0.65 im = 0.19) [68].
 1
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Rysunek 1.2. Porównanie zalez˙nos´ci T (φ) zebranych z kilku róz˙nych z´ródeł dla róz˙nych
technik pomiarowych / modeli teoretycznych: a) [70] b) [71] c) [67] d) [68] e)
[64].
Powyz˙sze wzory nie sa˛ spójne mie˛dzy soba˛ (rysunek 1.2). Róz˙nice wynikaja˛
z takich czynników, jak budowa os´rodka porowatego (róz˙ny próg perkolacji), meto-
da badawcza uz˙yta do wyznaczenia kre˛tos´ci, rozmiar fizyczny próbek przyje˛tych do
analizy (efekty skon´czonego rozmiaru), czy tez˙ przyje˛ty do badan´ mechanizm trans-
portu.
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1.4. Cele i struktura rozprawy
Celem niniejszej rozprawy jest analiza opisanych powyz˙ej szczegółowych proble-
mów zwia˛zanych z transportem płynów w os´rodku porowatym.
Praca składa sie˛ z 6 rozdziałów. W rozdziałach 2. i 3. opisane zostana˛ narze˛dzia
numeryczne uz˙yte w trakcie badan´ – automat komórkowy gazu sieciowego orazmo-
del gazu sieciowego Boltzmanna. Główna˛ cze˛s´c´ rozprawy stanowia˛ rozdziały 4. oraz
5., gdzie przedstawione zostana˛ oryginalne wyniki. W rozdziale 4. przedstawie˛ ana-
lize˛ problemu transportu w modelu Künza i Lavalée’go oraz alternatywne wyjas´nie-
nie uzyskanych wyników, nie wymagaja˛ce odwoływania sie˛ do dyfuzji anomalnej.
W rozdziale 5. przeprowadze˛ szczegółowa˛ analize˛ numeryczna˛ kre˛tos´ci przepływu
i jej korelacji z porowatos´cia˛ os´rodka oraz z innymi wielkos´ciami makroskopowymi,
które go charakteryzuja˛. Rozdział 6. zawiera podsumowanie uzyskanych wyników.
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2
Model gazu sieciowego FHP
W tym rozdziale przedstawie˛ teoretyczne podstawy oraz podstawowe zasady dzia-
łania wprowadzonego w 1986 roku przez U. Frish’a, B. Hasslacher’a i Y. Pomeaou
automatu komórkowego FHP [55].
2.1. Wste˛p
Jednym z pierwszych modeli transportu płynów, który nie wymaga jawnego rozwia˛-
zywania równan´ róz˙niczkowych hydrodynamiki, jest opracowany przez Hardy’ego,
de Pazzisa i Pomeau dwuwymiarowy model gazu sieciowego HPP [76, 77, 78]. Jest to
automat komórkowy o deterministycznych regułach kolizji opisuja˛cy dynamike˛ dys-
kretnych cza˛steczek rozłoz˙onych w we˛złach regularnej sieci kwadratowej. Ze wzgle˛-
du na symetrie˛ sieci i tylko dwa wyróz˙nione kierunki pre˛dkos´ci cza˛steczek na sieci,
hydrodynamika modelu HPP jest jednak niefizyczna, gdyz˙ otrzymywane rozwia˛za-
nia nie sa˛ izotropowe. Co wie˛cej, w skali makroskopowej nie sa˛ one niezmiennicze
wzgle˛dem transformacji Galileusza. W roku 1986 Frish, Hasslacher i Pomeau poka-
zali, z˙e podobny automat komórkowy (nazwany FHP od inicjałów autorów), ale zde-
finiowany na sieci trójka˛tnej, reprezentuje w skali makroskopowej izotropowe rów-
nania przepływuNaviera–Stokesaw zakresie niskich liczbMacha [55]. Od tego czasu
model FHP był przedmiotemzainteresowania róz˙nych dziedzin nauki i techniki [79].
Jedna˛ z bardziej interesuja˛cych cech modelu jest wzgle˛dna prostota implementacji
skomplikowanych (w sensie geometrycznym) warunków brzegowych, a co za tym
idzie – moz˙liwos´c´ uz˙ycia tej metody do badan´ transportu w os´rodkach o strukturze
porowatej.
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2.2. Definicja modelu
Istnieje kilka wariantówmodelu FHP, oznaczanych skrótami FHP1, FHP2 etc. Kaz˙dy
z nich zdefiniowany jest na sieci trójka˛tnej, gdzie kaz˙dy z Nx ×Ny we˛złów posiada
szes´ciu sa˛siadów numerowanych od 1 do 6. W kaz˙dym we˛z´le sieci moz˙e sie˛ znaj-
dowac´ 0 . . .6 cza˛steczek o róz˙nych kierunkach pe˛du. W zalez˙nos´ci od wariantu mo-
del moz˙e dopuszczac´ dodatkowa˛ cza˛steczke˛ spoczywaja˛ca˛ o pe˛dzie równym zeru,
wtedy maksymalna liczba cza˛steczek przypadaja˛ca na we˛zeł wynosi 7. W z˙adnym
we˛z´le niemoga˛ znajdowac´ sie˛ dwie cza˛steczki poruszaja˛ce sie˛ w tym samym kierun-
ku. W przypadkach kilku cza˛steczek zmierzaja˛cych do tego samego we˛zła problem
kolizji mie˛dzy nimi rozwia˛zywany jest przez ich proste przekonfigurowanie. W za-
lez˙nos´ci od wariantumodelu ilos´c´ i rodzaj konfiguracji, dla których definiowana jest
kolizja, róz˙ni sie˛ mie˛dzy soba˛. Na przykład, najbardziej popularny wariant modelu,
FHP3, zawiera 70 kolizji dwu- i trzy- cza˛steczkowych [80, 81]. W zalez˙nos´ci od rodza-
ju kolizji inna jest lepkos´c´ modelowego płynu. W niniejszej rozprawie do symulacji
zjawisk propagacji frontu koncentracji uz˙yta zostanie wersja FHP5 o uproszczonych
regułach kolizji przedstawionych na rysunku 2.1.
Rysunek 2.1. Reguły kolizji dla modelu FHP5. Symbol ( ) oznacza cza˛stke˛ spoczywaja˛ca˛,
strzałki oznaczaja˛ cza˛steczki poruszaja˛ce sie˛ w danym kierunku. Kompletny
zestaw kolizji zawiera dodatkowo konfiguracje obrócone owielokrotnos´ci ka˛ta
π/3.
2.3. Warunki brzegowe i rozpraszacze
Uwzgle˛dnienie warunków brzegowych w modelu gazu sieciowego nalez˙y do zadan´
wzgle˛dnie prostych. We˛zeł sieci doste˛pny dla cza˛stek moz˙e zostac´ oznaczony jako
we˛zeł rozpraszaja˛cy. Implementacjawarunkubrzegowego bez pos´lizgu (ang. no slip)
10
2.4. Algorytm
sprowadza sie˛ do zmiany zwrotów pe˛dów wszystkich cza˛steczek znajduja˛cych sie˛
w we˛złach rozpraszaja˛cych (wie˛cej informacji o implementacji warunków odbicia
od rozpraszaczy znajduje sie˛ w podrozdziale 4.1.1).
2.4. Algorytm
Algorytm działania modelu FHP składa sie˛ z dwóch kroków: 1) translacji i 2) kolizji.
Cza˛steczki rozmieszczone na sieci posiadaja˛ okres´lony pe˛d. Zgodnie z jego kierun-
kiem w kroku translacji poruszaja˛ sie˛ one po prostych od we˛zła, w którym sie˛ ak-
tualnie znajduja˛, do we˛zła sa˛siedniego. Po przesunie˛ciu cza˛steczek, w kroku kolizji
naste˛puje odbicie cza˛steczek od nieruchomych brzegów i rozpraszaczy oraz rozwia˛-
zanie kolizji mie˛dzycza˛steczkowych. To ostatnie wykonuje sie˛ najcze˛s´ciej poprzez
umieszczenie konfiguracji „po” zderzeniu w specjalnej tablicy.
2.5. Wielkos´ci makroskopowe
Informacja, jaka˛ otrzymujemybezpos´rednio z automatu komórkowego FHP, to chwi-
lowe konfiguracje cza˛steczek (ich połoz˙enie w we˛złach sieci) oraz ich pe˛dy. W ce-
lu wyznaczenia pól makroskopowych ge˛stos´ci i pre˛dkos´ci w całym obszarze, nalez˙y
przeprowadzic´ procedure˛ us´redniania. Zdefiniujmy (Nα)i jako ilos´c´ cza˛steczek znaj-
duja˛cych sie˛ w we˛z´le i i poruszaja˛cych sie˛ w kierunku α [82]. Wtedy ge˛stos´c´ cza˛ste-
czek ˜̺ i pe˛d makroskopowy ˜̺u zapisac´ moz˙emy w postaci sum po we˛złach i kierun-
kach:
˜̺ = 2p
3
1
M
∑
i ,α
(Nα)i , (2.1)
˜̺u= 2p
3
1
M
∑
i ,α
(Nαcα)i , (2.2)
gdzie ci jest wektorem elementarnym sieci, M jest liczba˛ we˛złów, a czynnik
2p
3
re-
prezentuje ilos´c´ we˛złów na jednostke˛ powierzchni dla sieci trójka˛tnej o stałej sieci
c = 1. W dalszej cze˛s´ci pracy, a szczególnie w rozdziale 4, zamiast ge˛stos´ci na jed-
nostke˛ powierzchni cze˛sto posługiwac´ sie˛ be˛dziemy poje˛ciem koncentracji cza˛stek,
która˛ definiujemy jako ̺= ˜̺
p
3/2.
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3
Gaz sieciowy Boltzmanna
W tym rozdziale przedstawie˛ model gazu sieciowego Boltzmanna oraz omówie˛ jego
zastosowanie do symulacji zjawisk transportuwos´rodkach porowatych. Przedstawie˛
podstawy teoretyczne równania transportu Boltzmanna z przybliz˙eniem jednorela-
ksacyjnym członu kolizji. Omówie˛ jeden ze sposobów rozwia˛zania tego równania –
model gazu sieciowego Boltzmanna. W celu weryfikacji opracowanego kodu nume-
rycznego zostanie on uz˙yty do rozwia˛zania zagadnienia przepływu przez prostoka˛t-
ny kanał, a wyniki zostana˛ porównane z rozwia˛zaniem analitycznym.
3.1. Wste˛p
Automat komórkowy FHP, pomimo wielu interesuja˛cych włas´ciwos´ci w konteks´cie
modelowania przepływówprzez os´rodki porowate, posiada równiez˙ wady, które znacz-
nie ograniczaja˛ obszar jego zastosowan´ praktycznych. Do głównych jego niedosko-
nałos´ci zaliczyc´ moz˙na szum statystyczny pojawiaja˛cy sie˛ w us´rednianych wielko-
s´ciach, be˛da˛cy naturalna˛ konsekwencja˛ jego mikroskopowego charakteru [83]. Spo-
sobem na obejs´cie tego problemu jest zwykle zwie˛kszenie rozmiarów obszarów, po
których us´redniane sa˛ wielkos´ci makroskopowe. Problem ten ma szczególne zna-
czenie w układach takich, jak os´rodki porowate, gdziemamy do czynienia z dwiema
skalami przestrzennymi: 1) skala˛ mikroporów, w której zachodzi transport i rozwia˛-
zywane sa˛ równania transportu oraz 2) skala˛ makroskopowa˛, w której zaniedbuje
sie˛ detale i wprowadza prawa i włas´ciwos´ci us´rednione po obje˛tos´ci os´rodka. Juz˙ sa-
mo uwzgle˛dnienie obu z nich wymaga uz˙ycia duz˙ej siatki obliczeniowej, sta˛d po-
trzeba dodatkowego jej zwie˛kszenia ze wzgle˛du na problem zaszumienia wyników
13
3. GAZ SIECIOWY BOLTZMANNA
w zasadzie eliminuje metode˛ FHP z praktycznego uz˙ycia do badania transportu hy-
drodynamicznego w układach porowatych. W roku 1988 G. McNamara i G. Zanet-
ti wprowadzili poje˛cie gazu sieciowego Boltzmanna (LBM) jako metody pozwalaja˛-
cej wyeliminowac´ szum statystyczny z wyników otrzymywanych metodami gazów
sieciowych [83, 84]. Historycznie metoda ta wywodzi sie˛ z klasycznych automatów
komórkowych, w których dyskretna zmienna (Nα)i , oznaczaja˛ca liczbe˛ cza˛steczek
znajduja˛cych sie˛ w we˛z´le i i poruszaja˛cych sie˛ w kierunku α [82], została zasta˛pio-
na cia˛gła˛ zmienna˛ ( fα)i przyjmuja˛ca˛ dowolne wartos´ci z przedziału [0;1]. Wielkos´c´
( fα)i oznacza w tym konteks´cie prawdopodobien´stwo znalezienia cza˛steczki znaj-
duja˛cej sie˛ w we˛z´le i i poruszaja˛cej sie˛ w kierunkuα. Obecnie podstawe˛ teoretyczna˛
działaniamodelu LBM stanowi teoria kinetyczna Boltzmanna [85].
3.2. Teoria kinetyczna
3.2.1. Funkcja rozkładu
Kompletny stan układu mikroskopowego moz˙na opisac´ poprzez podanie zestawu
połoz˙en´ x oraz pe˛dów p wszystkich jego cza˛stek. Teoretycznie s´ledzenie ewolucji
układu moz˙na zrealizowac´ poprzez s´ledzenie trajektorii kaz˙dej z nich. Ze wzgle˛du
na ich ogromna˛ ilos´c´, przy rozpatrywaniu duz˙ych układów podejs´cie takie jest jed-
nak niepraktyczne. Moz˙emy jednak przejs´c´ z przestrzeni fazowej, w której znajduja˛
sie˛ wszystkie cza˛stki (atomy) reprezentuja˛ce badanyukład, do przestrzeni konfigura-
cyjnej połoz˙en´ i pe˛dów jednej cza˛stki [86]. Wprowadza sie˛ w tym celu poje˛cie funkcji
rozkładu zdefiniowanej tak, by wyraz˙enie:
f (x,v, t ) d3x d3v, (3.1)
opisywało liczbe˛ cza˛steczek w skon´czonym elemencie przestrzeni konfiguracyjnej
połoz˙en´ i pe˛dówoobje˛tos´ci d3x×d3v . Na rysunku 3.1 zaznaczony został punktwprze-
strzeni konfiguracyjnej wraz z otoczeniem. Wartos´c´ funkcji rozkładu w tym punk-
cie, f (x,v, t ), mówi nam o tym, ile (s´rednio) cza˛stek o pe˛dzie v i połoz˙eniu x znaj-
dziemy w układzie w chwili t. Wprowadzenie funkcji rozkładu pozwoliło ograniczyc´
problemy zwia˛zane z dyskretnym charakterem modelu gazu sieciowego – przede
wszystkimwyeliminowało potrzebe˛ czasochłonnych us´rednien´wielkos´cimakrosko-
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Rysunek 3.1. Przestrzen´ konfiguracyjna połoz˙en´ i pe˛dów z zaznaczonym jednym punktem
wraz z jego otoczeniem o obje˛tos´ci d3x×d3v .
powych. Moz˙na wre˛cz powiedziec´, z˙e proces us´redniania wyników jest tu realizowa-
ny juz˙ na etapie opisu układu przez funkcje˛ rozkładu.
3.2.2. Równanie transportu
W zagadnieniach, którymi be˛dziemy sie˛ zajmowac´, istotna jest dynamika układu
oraz proces jego dochodzenia do stanu równowagi. Dynamike˛ układu w przestrzeni
pe˛dów i połoz˙en´ opisuje słynne równanie transportu Boltzmanna, które w postaci
cia˛głej przyjmuje postac´ [87]:
(
∂
∂t
+v ·∇r+
(
F
m
)
·∇v
)
f (r,v, t )=
(
∂ f
∂t
)
zderz
, (3.2)
gdzie
(
∂ f
∂t
)
zderz
jest członem odpowiadaja˛cym za opis kolizji mie˛dzycza˛steczkowych,
F – siła˛ zewne˛trzna˛ działaja˛ca˛ na cza˛steczki układu,m – masa˛ cza˛steczek, a f (r,v, t )
– funkcja˛ rozkładu, której ewolucje˛ badamy [86]. Równanie to było przedmiotemba-
dan´ na przestrzeni wielu lat, pocza˛wszy od prób szukania rozwia˛zan´ analitycznych
w prostych przypadkach jednowymiarowych, po badania numeryczne w dwóch
i trzech wymiarach przestrzennych. Co ciekawe, historycznie równanie 3.2 nie sta-
nowiło punktu wyjs´cia dometody gazu sieciowego Boltzmanna. Wyprowadzenie ta-
kie zostało przedstawione dopiero w roku 1997 [87].
3.2.3. Przybliz˙enie BGK
Dla wyraz˙enia odpowiadaja˛cego kolizjom w równaniu (3.2) stosuje sie˛ najcze˛s´ciej
przybliz˙enie jedno-relaksacyjne opracowane przez Bhatnagara, Grossa i Krooka
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w 1954 roku (BGK) [88, 86]:
(
∂ f
∂t
)
zderz
≈− f − f
eq
τ
, (3.3)
gdzie τ to s´redni czas relaksacji pojedynczego zderzenia. Funkcja rozkładu f eq opi-
suje stan układu w równowadze termodynamicznej i wyznacza sie˛ ja˛ zwykle z roz-
kładuMaxwella–Boltzmanna:
f eq(v)= ̺
(2πkBT )d/2
exp
[
− v
2
2kBT
]
, (3.4)
gdzie kB jest stała˛ Boltzmanna, T – temperatura˛ układu, a v – pre˛dkos´cia˛ cza˛ste-
czek. Model BGK zdobył uznanie ze wzgle˛du na prostote˛ i intuicyjne potraktowanie
zderzen´ jako procesu lokalnego dochodzenia układu do stanu równowagi ze stałym
czasem relaksacji. Istnieje osobna gała˛z´ badan´ nad wielorelaksacyjnymi modelami
zderzen´ w gazie sieciowym Boltzmanna –MRT (ang. multiple relaxation time) – któ-
re odznaczaja˛ sie˛ wie˛ksza˛ dokładnos´cia˛ w szerszym zakresie numerycznych lepko-
s´ci płynu. W literaturze znalez´c´ moz˙na wiele porównan´ modeli BGK i MRT [89, 90].
W niniejszej rozprawie ograniczamy sie˛ do stosowania najpopularniejszego przybli-
z˙enia BGK, które doskonale radzi sobie z modelowaniem zjawisk dla interesuja˛cych
nas parametrów [90].
3.3. Model D2Q9
Równanie (3.2) przy braku siły zewne˛trznejmoz˙na zapisac´wpostaci dyskretnej (przyj-
muja˛c δt = 1) [91, 87]:
fi (r+ei , t +1)= fi (r, t )+
(
∂ f
∂t
)
zderz
. (3.5)
Wektory ei sa˛ dyskretnymi wektorami pre˛dkos´ci rozpinaja˛cymi siec´ o zadanej syme-
trii. Najcze˛s´ciej uz˙ywanymmodelem jest wersja dwuwymiarowa o 9moz˙liwychwek-
torach ei : (0,0), (1,0), (0,1), (−1,0), (0,−1), (1,1), (−1,1), (−1,−1) oraz (1,−1). Ta wer-
sja modelu funkcjonuje w literaturze pod nazwa˛ D2Q9, gdzie D= 2 oznacza wymiar
przestrzenny, a Q = 9 ilos´c´ dozwolonych wektorów pre˛dkos´ci. W literaturze funk-
cjonuje szereg modeli zdefiniowanych w jednym, dwóch i trzech wymiarach prze-
strzennych z róz˙na˛ liczba˛ dozwolonych kierunkówwektorów pre˛dkos´ci [87].
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3.3.1. Funkcja rozkładu i wielkos´ci makroskopowe
Znajomos´c´ funkcji rozkładu dla badanego układu umoz˙liwia wyznaczenie hydrody-
namicznych wielkos´ci makroskopowych. Wielkos´ci opisuja˛ce hydrodynamike˛ bada-
nego układu wyrazic´ moz˙na przez kolejne momenty funkcji rozkładu. Korzystaja˛c
z jej dyskretnej postaci i zakładaja˛c, z˙e model zdefiniowano z 9 dozwolonymi wek-
torami pre˛dkos´ci, wielkos´ci makroskopowe takie jak ge˛stos´c´ ̺ oraz pre˛dkos´c´ lokalna˛
umoz˙emy wyznaczyc´ poprzez sumy [92]:
̺=
9∑
i=1
fi , (3.6)
̺u=
9∑
i=1
fiei , (3.7)
gdzie fi jest dyskretna˛ funkcja˛ rozkładu, ei sa˛ wektorami sieci, a zakresy sumowa-
nia w powyz˙szych wzorach zalez˙a˛ od przyje˛tej symetrii sieci oraz liczby wymiarów
w konkretnej wersji modelu.
Cis´nienie wmodelu LBM wyznacza sie˛ z równania stanu:
p = c2s ̺, (3.8)
gdzie stała cs = 1/
p
3, jest pre˛dkos´cia˛ dz´wie˛ku dla omawianegomodelu [93].
3.3.2. Model LBM w przybliz˙eniu BGK
Równanie (3.3) wraz z (3.5) wyraz˙aja˛ ostateczna˛ postac´ dyskretna˛ równania na ewo-
lucje˛ funkcji rozkładu wmodelu gazu sieciowego Boltzmanna w przybliz˙eniu BGK:
fi (r+ei , t +1)= fi (r, t )−
fi − f eqi
τ
, (3.9)
Postac´ równowagowa˛ funkcji rozkładuotrzymac´moz˙emyw zakresie niskich pre˛dko-
s´ci, rozwijaja˛c rozkład Maxwella-Boltzmanna w szereg z dokładnos´cia˛ do wyrazów
drugiego rze˛du [93]:
f
eq
i
= ̺ωi
[
1+3ei ·u+
9
2
(ei ·u)2−
3
2
u2
]
, (3.10)
gdzieω0 = 4/9,ω1,3,5,7 = 1/9, a ω2,4,6,8 = 1/36 [91, 94].
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3.3.3. Bła˛d dyskretyzacji
Podstawowa˛ kwestia˛ jest wielkos´c´ błe˛du, jaki popełniamy, rozwia˛zuja˛c równania trans-
portu metoda˛ LBM, wzgle˛dem dokładnego rozwia˛zania równan´ Naviera–Stokesa.
Okazuje sie˛ [94, 84], z˙e rozwia˛zanie modelu opisanego równaniami (3.9) w przybli-
z˙eniu jednorelaksacyjnymma dokładnos´c´ drugiego rze˛du w czasie i przestrzeni jes´li
tylko bła˛d dyskretyzacji wła˛czy sie˛ w lepkos´c´ kinematyczna˛ cieczy. W zwia˛zku z tym,
wmodelu D2Q9 lepkos´c´ kinematyczna˛ definiuje sie˛ wzorem:
ν= 2τ−1
6
, (3.11)
gdzie τ jest charakterystycznym czasem relaksacji w wyrazie kolizji.
3.3.4. Warunki brzegowe
Poprawna implementacja skomplikowanych geometrycznie warunków brzegowych
to jeden z najtrudniejszych problemówwobliczeniach numerycznych.Metoda LBM
zdobyła uznanie z powodu zgodnego z intuicja˛ i bardzo prostego w implementacji
warunku na ewolucje˛ funkcji rozkładu przy sztywnej s´ciance w przepływie bez po-
s´lizgu (ang. no slip boundary condition) [94]. Okazuje sie˛ jednak, z˙e stosowanie te-
go prostego warunku na odbicie funkcji rozkładu przy s´ciankach powoduje lokalna˛
strate˛ dokładnos´ci rozwia˛zania i redukcje˛ dokładnos´ci do pierwszego rze˛du. Dzie˛ki
zastosowaniu stałego czasu relaksacji τ= 1 uz˙ytegowniniejszej pracy i zastosowaniu
ulepszonej procedury odbicia (ang. half way bounce back) uzyskalis´my dokładnos´c´
drugiego rze˛du w czasie i przestrzeni [84].
3.3.5. Algorytm
Typowy algorytmmetody gazu sieciowego Boltzmanna sprowadza sie˛ do wykonania
dwóch kroków:
1) kolizji, czyli uwzgle˛dnienia członu kolizji zgodnie z równaniem:
f˜i (r, t )= fi (r, t )−
fi (r, t )− f eqi (u,̺)
τ
, (3.12)
gdzie f˜i (r, t ) to pewne zmienne pomocnicze,
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2) propagacji, czyli transportu funkcji rozkładu zgodnie z równaniem Boltzman-
na (3.9):
fi (r+ei , t +1)= f˜i (r, t ). (3.13)
Algorytm symulacji sprowadza sie˛ wie˛c do rozdzielenia zagadnienia transportu na
dwa oddzielne procesy – transportu i lokalnych kolizji cza˛stek, czyli tak, jak w przy-
padku omawianego wczes´niej modelu FHP.
3.4. Weryfikacja kodu numerycznego
W celu weryfikacji implementacji metody LBM stworzonej na potrzeby niniejszej
rozprawy, rozwia˛zany został problem przepływu przez prosty kanał w obecnos´ci si-
ły wymuszaja˛cej (lub równowaz˙nej róz˙nicy cis´nien´ na wlocie i wylocie z kanału). Ze
wzgle˛du na istnieja˛ce rozwia˛zanie analityczne problem ten, znany w literaturze jako
przepływ Pouseuille’a (ang. Poiseuille flow), jest cze˛sto uz˙ywany do weryfikacji po-
prawnos´ci implementacji numerycznej. Na rysunku 3.2 przedstawiony został sche-
mat omawianego problemu. Obszar prostoka˛tny ograniczony punktami x0, x1, y0
Rysunek 3.2. Schemat problemu przepływu przez zamknie˛ty kanał (ang. Poiseuille flow).
oraz y1 jest wypełniony płynem. S´cianki poziome w połoz˙eniach y = y0 oraz y = y1
sa˛ sztywne (brak pos´lizgu, t.j. pre˛dkos´c´ vx = 0 na s´ciankach). Ze wzgle˛du na róz˙nice˛
cis´nien´ pomie˛dzy przekrojami kanału dla x = x0 oraz x = x1 w obszarze kanału na-
ste˛puje przepływ cieczy. Obliczenia analityczne i rozwia˛zanie uproszczonego rów-
nania przepływu Naviera–Stokesa prowadzi do wniosku, z˙e profil pre˛dkos´ci w takim
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kanale ma charakter paraboliczny i przy załoz˙eniu, z˙e y0 = 0 i y1 = h spełnia równa-
nie:
v(x, y)= (vx ,vy )=
(
0,− 1
2ν̺
dp
dx
y(y −h)
)
, (3.14)
gdzie dp
dx
jest gradientemcis´nieniamie˛dzy wlotem, a wylotem z kanału, ν – lepkos´cia˛
kinematyczna˛, ̺ – ge˛stos´cia˛ płynu, a h – szerokos´cia˛ kanału [95].
Warunki brzegowe i pocza˛tkowe
Zgodnie z oznaczeniami z rysunku 3.2 zakładamy warunki pocza˛tkowe pre˛dkos´ci
oraz cis´nienia w postaci:
vx(x, y, t = 0)= vy (x, y, t = 0)= 0,
p(x, y, t = 0)= p0,
(3.15)
w całym obszarze kanału, gdzie p0 = (pin− pout)/2 (ang. in – wlot, ang. out – wylot
z kanału).
Jako warunki brzegowe cis´nienia na wlocie (x = x0) i wylocie z kanału (x = x1)
w dowolnej chwili przyje˛te zostały stałe cis´nienia pin i pout, gdzie pin > pout. Komplet
warunków brzegowych, wła˛czaja˛c te nakładane na pole pre˛dkos´ci, wyrazic´ moz˙na
naste˛puja˛co:
vx(x, y0, t )= vx(x, y1, t )= vy (x, y0, t )= vy (x, y1, t )= 0,
p(x0, y, t )= pin, t Ê 0,
p(x1, y, t )= pout, t Ê 0.
(3.16)
Porównanie z rozwia˛zaniem analitycznym
W zagadnieniu testowym, pomie˛dzy wlotem, a wylotem z rury, przyje˛ty został gra-
dient cis´nienia ∆p = pin−pout = 0.1mu ts−2 (ang. mass unit per time step squared)
[96]. Problem został rozwia˛zany na sieci prostoka˛tnej o wymiarach 32×16 dla lepko-
s´ci kinematycznej ν = 1.0 (co daje τ= 0.4). Przyjmuja˛c y0 = 0, y1 = 1, x0 = 0 i x1 = 1,
rozwia˛zanie analityczne pól pre˛dkos´ci i cis´nienia dla omawianego problemumoz˙na
zapisac´ w wygodnej postaci:
p(x, y, t )= pin−a ·x,
vx(x, y, t )= b · y(1− y),
vy (x, y, t )= 0,
(3.17)
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Rysunek 3.3. Porównanie profilu cis´nienia dla problemu przepływu przez prosty kanał
z rozwia˛zaniem analitycznym (3.17) dla a = 0.1.
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Rysunek 3.4. Porównanie profilu pre˛dkos´ci dla problemu przepływu przez prosty kanał
z rozwia˛zaniem analitycznym (3.17) dla b = 1.77.
gdzie zmienne a oraz b uz˙yte sa˛ do dopasowania wzorów do danych pomiarowych
[97]. Na rysunkach 3.3 oraz 3.4 przedstawione zostały wyniki odpowiednio dla ci-
s´nienia oraz pre˛dkos´ci w kierunku x odczytanej wzdłuz˙ przekroju przez kanał. Pa-
raboliczny profil pre˛dkos´ci na przekroju kanału oraz liniowa zalez˙nos´c´ cis´nienia od
odległos´ci do wlotu rury uzyskane przy pomocy modelu LBM odpowiadaja˛ dosko-
nale przedstawionym rozwia˛zaniom analitycznym.
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Rozdział
4
Transport w modelu
Küntza-Lavallée’go
W tym rozdziale przedstawie˛ krytyczna˛ analize˛ wyste˛powania dyfuzji anomalnej
w modelu Küntza-Lavallée’go (KL). Uwzgle˛dniona i zbadana zostanie rola i znacze-
nie dryfu hydrodynamicznego w powstawaniu obserwowanych zjawisk „anomal-
nych”.
Rozdział ten opiera sie˛ na wynikach opublikowanych w pracy:
M. Matyka, Z. Koza,
Spreading of a density front in the Küntz-Lavallée model of porous media,
J. Phys. D: Appl. Phys. 40, 4078-4083 (2007).
4.1. Opis zagadnienia
Jedna˛ z podstawowych włas´ciwos´ci klasycznej dyfuzji pojedynczej cza˛steczki jest
skalowanie sie˛ jej przesunie˛cia s´redniokwadratowego (ang. root-mean-square displa-
cement)
√
〈r 2〉 z czasem:
√
〈r 2〉 ∝ tα, gdzie α = 1/2. Istnieja˛ jednak doniesienia
o wielu naturalnych zjawiskach, w których skalowanie z wykładnikiem 1/2 nie za-
chodzi, a w ostatnich latach wysunie˛to nawet hipoteze˛, iz˙ zjawisko dyfuzji anomal-
nej wyste˛puje w układach, w których współczynnik dyfuzji zalez˙ny od koncentracji
dyfunduja˛cej substancji [54]. Hipoteza ta została uzasadniona zarówno przy uz˙yciu
symulacji modelem gazu sieciowego, jak i na gruncie dos´wiadczalnym [44, 98]. Za-
sadniczym celem dalszej cze˛s´ci tego rozdziału jest weryfikacja powyz˙szej hipotezy,
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powtórzenie otrzymanych wczes´niej wyników oraz próba ilos´ciowego wytłumacze-
nia otrzymanych odchylen´ odwykładników klasycznych bez odwoływania sie˛ do dy-
fuzji anomalnej.
4.1.1. Model Küntza-Lavallée’go
Model Küntza-Lavallée’go (KL) symulacji transportu płynu przez os´rodek porowaty
oparty został na standardowymmodelu gazu sieciowego FHP. Płyn reprezentowany
jest przez jednakowe, dyskretne cza˛steczki rozłoz˙one wwe˛złach sieci o symetrii hek-
sagonalnej.W kaz˙dymwe˛z´le sieci znajdowac´ sie˛ moz˙emaksymalnie do 7 cza˛steczek,
kaz˙da o innym kierunku pre˛dkos´ci (wła˛czaja˛c w to cza˛stki spoczywaja˛ce o pe˛dzie
p = 0). Do reprezentacji mikrostruktury os´rodka porowatego wykorzystane zostały
komórki rozpraszaja˛ce rozłoz˙one losowo w obszarze, w którym zachodzi transport
substancji (rysunek 4.1), co odróz˙nia model KL od standardowego gazu sieciowego.
Pojedynczy krok symulacji składa sie˛ z dwóch cze˛s´ci: 1) translacji wzdłuz˙ wektorów
Rysunek 4.1. Model os´rodka porowatego zbudowanego z rozpraszaczy (■). Linia przerywa-
na to schematyczny profil koncentracji pocza˛tkowej z uskokiem przy x = 0.
sieci oraz 2) kroku kolizji. Pierwszy jest standardowym balistycznym ruchem cza˛-
steczek wzdłuz˙ wektorów sieci. W drugim kroku, oprócz kolizji cza˛stek mie˛dzy soba˛
(opisanych wczes´niej w rozdziale 2), uwzgle˛dnione sa˛ odbicia od rozłoz˙onych w ob-
szarze transportu rozpraszaczy. Odbicie to zachodzi całkowicie spre˛z˙ys´cie (cza˛stecz-
ki zachowuja˛ swoja˛ energie˛, zmieniaja˛c jedynie kierunek pe˛du). Przykład rozwia˛za-
nia kolizji cza˛steczki z rozpraszaczem został przedstawiony na rysunku 4.1.
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Rysunek 4.2. Przykład kolizji cza˛stek z rozpraszaczem (■) umieszczonym w we˛z´le sieci.
Zgodnie z zasada˛ zachowania energii, cza˛stka odbija sie˛ od przeszkody, zmie-
niaja˛c kierunek pe˛du i zachowuja˛c jego wartos´c´.
4.1.2. Warunki brzegowe
Wcelu zbadania dynamiki rozchodzenia sie˛ frontów ge˛stos´ci, na koncentracje˛ płynu
nałoz˙ony jest warunek schodkowy reprezentowany równaniem:
c(x, t Ê 0)= c1H(−x), x < 0,
c(x, t = 0)= c2H(x), x > 0,
(4.1)
gdzie H(x) jest funkcja˛ skokowa˛ Heaviside’a, a punkt x = 0 jest granica˛ oddzielaja˛ca˛
obszary o koncentracji pocza˛tkowej c1 i c2. Za warunek pocza˛tkowy rozpatrywanego
problemu przyjmiemy iloraz koncentracji c1/c2 > 1. Dzie˛ki istnieniu gradientu kon-
centracji na granicy x = 0, spodziewany jest transport cza˛steczek gazu w kierunku
obszaru o niz˙szej koncentracji. Na górnej oraz dolnej s´ciance układu zastosowane
zostały warunki periodyczne. S´cianki pionowe ustalone zostały jako sztywne prze-
szkody od których cza˛stki odbijaja˛ sie˛ spre˛z˙ys´cie. Zgodnie z równaniem (4.1), w ob-
szarze x < 0 utrzymywana jest koncentracja c(x) = c1 dla wszystkich t > 0, dzie˛ki
czemu zapewniony jest stały dopływ cza˛steczek gazu do układu. Dzie˛ki uz˙yciu siatek
obliczeniowych o duz˙ej długos´ci układ zachowuje sie˛ jak układ nieskon´czony (brak
widocznego wpływu prawego brzegu na otrzymywane rezultaty).
25
4. TRANSPORT W MODELU KÜNTZA-LAVALLÉE’GO
4.2. Wyniki
4.2.1. Propagacja frontu koncentracji
Przeprowadzilis´my symulacje˛ rozchodzenia sie˛ frontu koncentracji na sieci o roz-
miarach LX×LY= 10000×1000 z koncentracja˛ rozpraszaczy równa˛ cs = 0.08.Warun-
ki brzegowe zostały ustalone zgodnie z równaniem (4.1), w którym przyje˛to c1 = 0.9
i c2 = 0.2. Rozkłady cza˛stek dla t = 1600× 2k, k = 0,1,2,3 zostały przedstawione na
rysunku 4.3.
Rysunek 4.3. Propagacja frontu ge˛stos´ci dla czasów t = 1600×2k , k = 0,1,2,3. Ciemniejsze
obszary odpowiadaja˛ wie˛kszej koncentracji cza˛stek.
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Profile ge˛stos´ci dla t = 8000× 2k, k = 0,1, . . . ,6 zostały pokazane na rysunku 4.4
w pół-logarytmicznym układzie współrze˛dnych. Kształty oraz odległos´ci pomie˛dzy
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Rysunek 4.4. Profile koncentracji c(x, t ) dla czasów t = 8000× 2k , k = 0,1, . . . ,6. Warunki
brzegowe koncentracji c1 = 0.9 i c2 = 0.2.
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Rysunek 4.5. Profile koncentracji c(x, t ) z rysunku 4.4 w funkcji xt−1/2.
krzywymi koncentracji dla poszczególnych pomiarów nie róz˙nia˛ sie˛ bardzo mie˛dzy
soba˛, co pozwala wysuna˛c´ hipoteze˛, z˙e profil c(x, t ) moz˙na opisac´ jako funkcje˛ jed-
nej zmiennej x/tα. Moz˙na to łatwo zweryfikowac´, rysuja˛c profile koncentracji dla
róz˙nych czasów w funkcji x/tα. Jes´li hipoteza o skalowaniu jest prawdziwa – profi-
le powinny ułoz˙yc´ sie˛ jeden na drugim w pojedyncza˛ krzywa˛. W naszym przypadku
próba skalowania profili z wykładnikiem α = 1/2 nie jest udana, co widac´ wyraz´nie
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na rysunku 4.5 (profile nie układaja˛ sie˛ na jednej krzywej). Analiza taka została prze-
prowadzona wczes´niej w pracy [54], w której pokazano, z˙e najlepsze dopasowanie
uzyskuje sie˛ dla α ≈ 0.55, co zinterpretowano jako super-dyfuzje˛ o α > 0.5. Załoz˙e-
nie o super-dyfuzji powoduje jednak dos´c´ paradoksalnywynik przyspieszenia trans-
portu poprzez dodanie rozpraszaczy. Küntz i Lavallée w [54] tłumaczyli to na dwa
sposoby. Pierwszy to super-dyfuzyjny charakter transportu w układach, w których
współczynnik dyfuzji zalez˙y silnie od koncentracji substancji (z takim włas´nie ukła-
dem mamy do czynienia w przypadku modelu FHP). Drugie wytłumaczenie mówi,
z˙e anomalna dyfuzja jest tylko zjawiskiem przejs´ciowym i dla dostatecznie duz˙ych
czasów t→∞wykładnik α be˛dzie bardzo wolno zbiegał do klasycznej wartos´ci 1/2.
Jednak zgodnie z analiza˛ Botzmanna-Matano [99, 100], kaz˙de rozwia˛zanie rów-
nania dyfuzji postaci:
∂c(x, t )
∂t
= ∂
∂x
(
D(c)
∂c(x, t )
∂x
)
, (4.2)
z warunkami brzegowymi (4.1) skaluje sie˛ z wykładnikiemα= 1/2 dla kaz˙dego t , nie-
zalez˙nie od postaciD(c) [100]. W celu weryfikacji tego twierdzenia rozwia˛załem nu-
merycznie równanie (4.2) z uwzgle˛dnieniem dokładnej postaci funkcji D(c) dla mo-
delu FHP5 bezpos´rednio z [54]. Wynik został przedstawiony na rysunku 4.6. Widac´
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Rysunek 4.6. Zalez˙nos´c´ połoz˙enia wartos´ci c = 0.5 frontu koncentracji w funkcji czasu. Roz-
wia˛zanie numeryczne równania (4.2) ze współczynnikiem D(c) odczytanym
z pracy [54].
wyraz´nie, z˙e otrzymane rozwia˛zanie równania dyfuzji skaluje sie˛ klasycznie w całym
obszarze badanych czasów.
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W zwia˛zku z powyz˙szymi uwagami, brak skalowania frontu koncentracji z wy-
kładnikiem 1/2 wmodelu KL oznacza, z˙e równanie klasycznej dyfuzji (4.2) nie moz˙e
skutecznie opisac´ tego zjawiska. Oprócz dyfuzji, w obserwowanej propagacji fron-
tu koncentracji, musi brac´ udział równiez˙ inny mechanizm transportu powoduja˛cy
przyspieszona˛ migracje˛ cza˛steczek z obszaru o wyz˙szej koncentracji wgła˛b os´rod-
ka porowatego. Aby zrozumiec´ dynamike˛ transportu, wyznaczona została s´rednia
pre˛dkos´c´ (us´rednionapo całymobszarze symulacji) przypadaja˛ca na cza˛steczke˛ pły-
nu odpowiednio dla kierunków x oraz y . Na rysunku 4.7 przedstawiona została za-
lez˙nos´c´ tych wielkos´ci od czasu w badanym układzie. Widac´ wyraz´nie, z˙e zgodnie
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Rysunek 4.7. Pre˛dkos´c´ kierunku x oraz y przypadaja˛ca na jedna˛ cza˛steczke˛ płynu od czasu.
Wartos´ci podane zostały w jednostce lu tu−1 (stała sieci / krok symulacji).
z oczekiwaniami, pre˛dkos´c´ cieczy w kierunku y oscyluje wokół 0. Inaczej jest w przy-
padku pre˛dkos´ci w kierunku x, która ros´nie bardzo szybko do wartos´ci około 3 ·10−3
lu tu−1 (stała sieci / krok symulacji), by naste˛pnie bardzo powoli malec´, utrzymu-
ja˛c wartos´c´ dodatnia˛. W poprzednich badaniach innych autorów [54] wpływ nieze-
rowego pe˛du cza˛steczek został pominie˛ty (ze wzgle˛du na jego pozornie niewielkie
wartos´ci). W dalszej cze˛s´ci tego rozdziału be˛de˛ starał sie˛ pokazac´, z˙e efekt ten jest
istotny. Spróbuje˛ odpowiedziec´ na pytanie, czy poszukiwanym mechanizmem od-
powiadaja˛cym za anomalne zachowanie moz˙e byc´ hydrodynamiczny przepływ cie-
czy spowodowany wysokim gradientem cis´nienia wyste˛puja˛cym pomie˛dzy obszara-
mi o róz˙nych koncentracjach.
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4.2.2. ´Srednia pre˛dkos´c´ frontu
Wcelu sprawdzenia poprawnos´ci hipotezy o przepływie hydrodynamicznymwukła-
dzie, przeprowadzona została analiza ilos´ciowa przestrzennego rozkładu składowej
x wektora pre˛dkos´ci, vx(x, t ), us´rednionego po wszystkich komórkach w danej ko-
lumnie. Na rysunku 4.8 przedstawione zostały profile pre˛dkos´ci dla trzech róz˙nych
chwil czasu. Z rysunku widac´ wyraz´nie, z˙e dla kaz˙dego z czasów obszar x > 0 mo-
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Rysunek 4.8. Składowa x wektora pre˛dkos´ci – vx(x, y, t ) – us´rednionego po y dla trzech róz˙-
nych chwil czasu t = 8000×4k , k = 0,1,2.
z˙e zostac´ podzielony na dwa charakterystyczne podobszary. W jednym z nich pe˛d
przepływaja˛cej substancji jest mniej wie˛cej stały i jest to obszar penetracji substan-
cji w gła˛b os´rodka porowatego. To w tym obszarze układ odpowiada na istnieja˛cy
gradient cis´nienia zwie˛kszeniem pe˛du. Druga cze˛s´c´ układu nie została spenetrowa-
na przez wpływaja˛ca˛ substancje˛ i s´rednie wartos´ci vx(x, t ) oscyluja˛ wokół zera, co
odpowiada warunkowi pocza˛tkowemu. Z wykresu widac´, z˙e z upływem czasu war-
tos´c´ maksymalna pe˛du w obszarze frontu maleje, zwie˛ksza sie˛ za to szerokos´c´ tego
obszaru. W celu ilos´ciowej analizy dynamiki propagacji frontu, zdefiniuje˛ pre˛dkos´c´
frontu koncentracji v f . W ogólnos´ci wielkos´c´ ta jest funkcja˛ x i t , ale nas interesowac´
be˛dzie jej przybliz˙ona wartos´c´ w czasie t . Moz˙na ja˛ oszacowac´ jako s´rednia˛ waz˙ona˛
z waga˛ c(x, t )−c2 wzdłuz˙ kierunku propagacji frontu:
v¯f(t )=
∫∞
0
vx(x, t )[c(x, t )−c2]dx∫∞
0
[c(x, t )−c2]dx
. (4.3)
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Dzie˛ki wykorzystaniu us´redniania waz˙onego z wagami pochodza˛cymi bezpos´red-
nio z profili koncentracji znacznie zmniejszony został wpływ szumu pochodza˛cego
z modelu gazu sieciowego w obszarach niskich koncentracji, gdzie c(x, t )≈ c2 (rysu-
nek 4.8, x > 3000). Korzystaja˛c z definicji wyraz˙onej wzorem (4.3) wyznaczona zosta-
ła zalez˙nos´c´ v¯f(t ) (rysunek 4.9). Z rysunku widac´ wyraz´nie i ilos´ciowo, z˙e pre˛dkos´c´
s´rednia frontu w chwilach pocza˛tkowych jest bardzo wysoka i bliska wartos´ci mak-
symalnej dla modelu sieciowego v¯f = 1. Dla wie˛kszych czasów v¯f maleje jak funkcja
wykładnicza t−β z wykładnikiem β. 1/2 bardzo słabo zalez˙a˛cym od czasu.
 0.01
 0.1
 1
 1  10  100  1000  10000  100000
v-
f
t
nachylenie = -1/2
Rysunek 4.9. Pre˛dkos´c´ v¯f frontu koncentracji w funkcji kroku czasowego. Dla orientacji za-
znaczona została linia o nachyleniu z wykładnikiem −1/2.
Znajomos´c´ s´redniej pre˛dkos´ci frontu koncentracji pozwoliła nawyznaczenie s´red-
niej drogi s(t ) przebytej przez front w czasie t , jako bezpos´redniej konsekwencji ist-
nienia niezerowej pre˛dkos´ci (przepływu):
s(t )=
∫t
0
v¯f(τ)dτ, (4.4)
która dla duz˙ych czasów ros´nie jak t1−β(t), czyli szybciej niz˙ byłoby to w przypadku
klasycznej dyfuzji z wykładnikiem 1/2. Bezpos´rednio z wyników numerycznych od-
czytac´ moz˙na pozycje˛ xf frontu dla której c(xf)= 0.5, która wynosi xf ≈ 3750 lu (jed-
nostek sieci) po czasie t = 256000 tu (jednostek czasu) (rysunek 4.4). Jednoczes´nie
całka (4.4) dla tego samego t daje s(t )≈ 1440 lu. Oznacza to, z˙e około 38% z przesu-
nie˛cia xf było spowodowane przepływem cieczy, a reszta dyfuzja˛. Dlatego przepływ
hydrodynamiczny nie moz˙e byc´ pominie˛ty w analizie dynamiki układu.
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4.2.3. Ruchomy układ odniesienia i skalowanie
W celu oddzielenia mechanizmu transportu hydrodynamicznego od dyfuzyjnego
przeprowadzone zostało klasyczne przejs´cie do ruchomegoukładu odniesienia (x′, t ),
gdzie:
x′ ≡ x− s(t ). (4.5)
Spodziewany rezultat takiej transformacji to odseparowanie lub zminimalizowanie
efektów pochodza˛cych od przepływu z niezerowa˛ pre˛dkos´cia˛ i obserwacja klasycz-
nej dyfuzji z wykładnikiem 1/2. Jes´li powyz˙sza hipoteza o klasycznej dyfuzji byłaby
prawdziwa, profile koncentracji w ruchomym układzie odniesienia powinny speł-
niac´ relacje˛ skalowania:
c(x′, t )= f
(
(x′−x0)/
p
t
)
, (4.6)
gdzie f jest funkcja˛ podobien´stwa, a x0 jest stała˛. Korzystaja˛c z wartos´ci pozycji fron-
tu dla c(x′, t ) = 0.5 oszacowana została stała x0 ≈ −190, a naste˛pnie profile koncen-
tracji c w funkcji (x′− x0)/
p
t wyznaczono dla t = 8000× 2k , k = 0,1, . . . ,6 (rysunek
4.10). Na rysunku widac´ wyraz´nie, z˙e przejs´cie do ruchomego układu odniesienia
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Rysunek 4.10. Profile koncentracji c w funkcji (x ′−x0)/
p
t dla x0 =−190. Wstawka pokazuje
centralna˛ cze˛s´c´ krzywych w osiach nielogarytmicznych i powie˛kszeniu.
pozwoliło wyodre˛bnic´ klasyczna˛ dyfuzje˛, a krzywe profili koncentracji asymptotycz-
nie układaja˛ sie˛ na jednej krzywej. Dla czasów wie˛kszych niz˙ t = 64000 przeskalowa-
ne profile sa˛ praktycznie nierozróz˙nialne.
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4.2.4. Niecia˛głos´c´ profili przy x = 0
Oddzielenie zjawiska przepływu od dyfuzji w modelu KL pozwala równiez˙ wytłu-
maczyc´ kolejna˛ z jego charakterystycznych cech – niecia˛głos´c´ profilu koncentracji
w okolicach x = 0.Mimo z˙e warunki brzegowe wyraz˙one równaniem (4.1) utrzymuja˛
stała˛ koncentracje˛ c1 w obszarze x < 0, obserwuje sie˛ niecia˛głos´c´ koncentracji i dos´c´
znacznie obniz˙ona˛ wartos´c´ (duz˙o niz˙sza˛ niz˙ c1) zaraz za punktembrzegowym (rysu-
nek 4.4 dla c1 = 0.9). Niecia˛głos´c´ koncentracji ∆c jest zwia˛zana z niecia˛głos´cia˛ pre˛d-
kos´ci s´redniej vx przepływu na brzegu vx = 0 dla x < 0 i vx ≈ v¯f dla x > 0. Oznaczmy
koncentracje˛ w punkcie x = 1 lu (stałych sieci) jako c+ = c1−∆c. Tempo transportu
cza˛stek przez płaszczyzne˛ x = 0 jest w przybliz˙eniu równe 3c1−3c+ = 3∆c (czynnik
3 jest liczba˛ moz˙liwych kierunków z których moz˙e zachodzic´ transport w kierunku
poziomym ze strony lewej na prawa˛). Wartos´c´ ta musi byc´ zrównowaz˙ona przez hy-
drodynamiczny strumien´ cza˛stek, który moz˙e byc´ przybliz˙ony przez 7c+v¯f (czynnik
7 jest liczba˛ moz˙liwych kierunków wektora pre˛dkos´ci). Sta˛d, 3c1 − 3c+ ≈ 7c+v¯f, co
pozwala oszacowac´ wielkos´c´ niecia˛głos´ci c:
∆c ≈ 7c1v¯f
3+7v¯f
. (4.7)
Porównanie wyprowadzonej relacji z wynikami z symulacji zostało przedstawione
na rysunku 4.11.
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Rysunek 4.11. Wielkos´c´ spadku koncentracji ∆c na brzegu x = 0 w funkcji pre˛dkos´ci frontu
v¯f, symulacja (ä) i teoria (–).
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4.3. Omówienie wyników
Wiele włas´ciwos´ci modelu uz˙ytego w tym rozdziale do badania propagacji frontów
koncentracji zasługuje na bliz˙sza˛ analize˛. Po pierwsze, do reprezentowania os´rodka
porowatego i redukcji efektów hydrodynamicznych w modelu uz˙yte zostały rozpra-
szacze punktowe [54]. Działanie tych rozpraszaczy jest jednak osobliwe: składowa
x pre˛dkos´ci zmienia sie˛ jedynie przy kolizji z rozpraszaczem cza˛stek poruszaja˛cych
sie˛ dokładnie wzdłuz˙ kierunków równoległych do osi x. W omawianym modelu KL
rozpraszacze zostały rozłoz˙one losowo w obszarze os´rodka porowatego. Okazuje sie˛
wie˛c, z˙e taka konfiguracja nie ma duz˙ego wpływu na dyfuzyjnos´c´ w kierunku osi x.
Wiadomo równiez˙, z˙e s´rednia droga swobodna cza˛steczek, a co za tym idzie dyfuzyj-
nos´c´ w oryginalnymmodelu FHP (bez rozpraszaczy), da˛z˙y do∞ z koncentracja˛ da˛-
z˙a˛ca˛ do 0 lub 1 [54]. Biora˛c poduwage˛ dwawyz˙ej wspomniane fakty, łatwo jest wytłu-
maczyc´ zalez˙nos´c´ współczynnika dyfuzji od koncentracji cza˛steczek, przedstawiona˛
wczes´niej jako argument na rzecz rzekomej anomalnej dyfuzji transportowanej sub-
stancji [54]. Model KL jest oparty w głównej mierze o hydrodynamiczny model gazu
sieciowego FHP w którym lokalne zasady kolizji i translacji spełniaja˛ zasady zacho-
wania pe˛du i masy i prowadza˛ do równan´ przepływu w skali makroskopowej. Jedna˛
z cech tego typu modeli jest przepływ od obszarów o wyz˙szym do obszarów o niz˙-
szym cis´nieniu, przy czym wmodelu FHP cis´nienie jest proporcjonalne do koncen-
tracji [78].
Moz˙na oszacowac´ skale˛ efektówhydrodynamicznych. Zakładaja˛c niska˛ pre˛dkos´c´
frontu koncentracji, strumien´ cza˛steczek qprzepływaja˛cych przez os´rodek porowaty
jest proporcjonalny do gradientu cis´nienia, co wyraz˙a prawo Darcy’ego[1]:
q=−κ
µ
∇P, (4.8)
gdzieκ jest stała˛ przepuszczalnos´ci (cecha os´rodka porowatego),µ jest lepkos´cia˛ dy-
namiczna˛ cieczy, a ∇P jest gradientem cis´nienia mie˛dzy wlotem a wylotem cieczy.
Skoro q∝ vx [1], µ∝D−1 (przybliz˙enie Stokesa-Einsteina opływu cieczy wokół ku-
li) oraz P∝ c [80], wie˛c:
vx ∝D∇c. (4.9)
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Z powyz˙szegowzoruwynika, z˙e dla duz˙ychwartos´ci dyfuzyjnos´ciD (które, jakwspo-
minałem wyz˙ej, wyste˛puja˛ w modelu KL) nawet niewielki gradient koncentracji ∇c
cza˛stek moz˙e indukowac´ znaczna˛ pre˛dkos´c´ unoszenia.
Kolejna˛ ciekawa˛ cecha˛ w badanym modelu jest duz˙a wartos´c´ stałej x0 w rela-
cji (4.6). Co wie˛cej, czas po którym relacja ta jest spełniona jest równiez˙ dos´c´ du-
z˙y. Moz˙na podejrzewac´, z˙e oba te efekty sa˛ wynikiem ograniczenia z góry pre˛dko-
s´ci vx É 1 i relacji wyraz˙onej równaniem (4.9). Z warunków brzegowych wiadomo
bowiem, z˙e w obszarze frontu koncentracji w chwilach pocza˛tkowych panuja˛ wyso-
kie wartos´ci ∇c oraz D, natomiast vx jest ograniczone z góry przez 1 lu/tu. Dlatego
prawo Darcy’ego moz˙e byc´ spełnione dopiero po pewnym czasie relaksacji układu
potrzebnym do redukcji gradientu∇c do wartos´ci rze˛du 1/D, co odpowiada warun-
kowi namaksymalna˛ wartos´c´ vx ≈ 1 lu/tu. To spostrzez˙enie tłumaczy, dlaczegowpo-
przednich doniesieniach anomalna˛ propagacje˛ frontów koncentracji obserwowano
w przypadku, gdy c1 było bliskie 1, a rozpraszaczemiały forme˛ przedstawiona˛ w tym
rozdziale [54, 44, 98]. Warto zauwaz˙yc´, z˙e dos´c´ duz˙a wartos´c´ x0 oraz duz˙e wartos´ci
czasu relaksacji układu sa˛ zgodne z aktualnymi badaniami nad zwilz˙aniem mate-
riałów budowlanych, gdzie krótkozasie˛gowe odchylenia od skalowania z czasem jak
t1/2 zostały zaobserwowane juz˙ wczes´niej [42]. Co wie˛cej, z rysunku 4.9 wynika, z˙e
wartos´ci pre˛dkos´ci v¯f dla małych czasów sa˛ duz˙o mniejsze niz˙ wartos´ci oczekiwane
z ekstrapolacji prawa Darcy’ego. Konsekwencja˛ tego jest ujemna wartos´c´ x0 i „ano-
malny” transport profilu koncentracji w pocza˛tkowej fazie. Moz˙na sie˛ spodziewac´,
z˙e w układach w których ekstrapolacja wartos´ci pre˛dkos´ci frontu daje mniejsze war-
tos´ci od tych mierzonych, wartos´c´ x0 byłaby dodatnia, a transport profili zachodził
z wykładnikiem α < 1/2. Podsumowuja˛c, z rysunku 4.9 wynika, z˙e dla dostatecznie
duz˙ych czasów symulacji (t > 103) pre˛dkos´c´ s´rednia frontu v¯f ∝ 1/
p
t , co prowadzi
do oszacowania charakterystycznej długos´ci hydrodynamicznej
∫t
τ=01/
p
τdτ∝pt .
Prowadzi to downiosku, z˙e skale długos´ci zjawisk dyfuzyjnych i hydrodynamicznych
w omawianymmodelu sa˛ takie same i nie jest moz˙liwe rozróz˙nienie pomie˛dzy nimi
na gruncie badan´ nad asymptotycznym zachowaniem frontów koncentracji.
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4.4. Podsumowanie
W tym rozdziale udało sie˛ pokazac´, z˙e w modelu gazu sieciowego FHP uz˙ytego do
analizy propagacji frontu ge˛stos´ci oprócz klasycznej dyfuzji Ficka wyste˛puje nieze-
rowy pe˛d materii, a połoz˙enia profili ge˛stos´ci skaluja˛ sie˛ zgodnie z prawem pote˛-
gowym jak t
1
2 (gdzie t oznacza czas) w ruchomymukładzie odniesienia. Podejs´cie to
okazało sie˛ pomysłemprostszym i bardziej efektywnymniz˙ opublikowanewczes´niej
w literaturze doniesienia o dyfuzji anomalnej [54, 44, 98], pozwalaja˛c wytłumaczyc´
m.in. spadek koncentracji przy brzegu x = 0. Analiza przeprowadzona w tym roz-
dziale pozwala spojrzec´ całos´ciowo na przebieg transportu w modelu KL. Nałoz˙ony
warunek brzegowy – pocza˛tkowy gradient koncentracji wzdłuz˙ brzegu x = 0 – jest
równowaz˙ny gradientowi cis´nienia. W konsekwencji prowadzi to do powstania sił
wymuszaja˛cych przepływ. Przepływ ten jest blokowany przez rozłoz˙one losowo roz-
praszacze, sta˛dmoz˙na sie˛ spodziewac´, z˙e w takimukładzie efekty hydrodynamiczne
be˛da˛ asymptotycznie (w czasie) zaniedbywalne. Okazało sie˛ jednak, z˙e sposób roz-
praszania, wyróz˙nienie kierunków równoległych do osi x oraz nieefektywnos´c´ roz-
praszaczy dla koncentracji bliskich 1 powoduja˛, iz˙ w modelu wyste˛puja˛ efekty hy-
drodynamiczne, które wpływaja˛ na dynamike˛ frontów koncentracji. Efekty te maja˛
istotny wpływ na czas relaksacji układu do stanu, w którym spełnione jest prawo
Darcy’ego, a co za tym idzie – na przesunie˛cie x0 (równanie 4.6). Propagacja fron-
tu koncentracji jest wie˛c realizowana przy pomocy dyfuzji oraz przepływu cieczy,
przy czym dla dostatecznie duz˙ych czasów oba procesy daja˛ przesunie˛cie propor-
cjonalne do czasu jak
p
t . W konsekwencji dla dostatecznie duz˙ych czasów profile
koncentracjimoga˛ zostac´ opisane jako funkcje pojedynczej zmiennej x/
p
t , comoz˙e
prowadzic´ do fałszywegowniosku owyła˛cznie dyfuzyjnym charakterze omawianego
procesu.
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Rozdział
5
Kre˛tos´c´ przepływu
Wrozdziale tymprzedstawie˛ badanianad kre˛tos´cia˛ T przepływu cieczy przezmikro-
skopowy model os´rodka porowatego. Wprowadze˛ definicje˛ kre˛tos´ci jako bezwymia-
rowego parametru fizycznego opisuja˛cego stopien´ wydłuz˙enia torów wybieranych
przez płyn podczas przepływu. Wyznacze˛ numeryczna˛ zalez˙nos´c´ T od porowato-
s´ci φ z uwzgle˛dnieniem efektów skon´czonego rozmiaru sieci. Wyniki porównam do
zalez˙nos´ci empirycznych. Rozdział ten opiera sie˛ na wynikach opublikowanych w
pracy:
M. Matyka, A. Khalili, Z. Koza,
Tortuosity-porosity relation in porous media flow,
Phys. Rev. E 78, 026306 (2008).
Dodatkowo, w podrozdziałach 5.2.1, 5.4.5 oraz 5.4.6, przedstawione zostana˛ nowe
wyniki dotycza˛ce progu perkolacji modelu oraz korelacji kre˛tos´ci z powierzchnia˛
charakterystyczna˛ i porowatos´cia˛ efektywna˛ układu.
5.1. Wprowadzenie
Jak pokazalis´my w poprzednim rozdziale, w przypadku procesów transportu przez
os´rodek porowaty, bardzo istotne jest, aby oprócz zjawisk dyfuzyjnych brac´ pod uwa-
ge˛ hydrodynamiczny przepływ cieczy. Transport ten zachodzi w mikroskali przez
system kanalików, których struktura i skomplikowana siec´ poła˛czen´ moz˙e wpływac´
w sposób znacza˛cy na jego włas´ciwos´ci. Zwykle do opisu os´rodków porowatych uz˙y-
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wa sie˛ dwóch parametrów: porowatos´ciφ i przepuszczalnos´ci κ [1]. Parametry te nie
mówia˛ jednak nic konkretnego o detalach mikrostruktury układu, ani o tym, jak za-
chodzi transport. W tym konteks´cie atrakcyjnym pomysłem wydaje sie˛ zdefiniowa-
nie dodatkowego, bezwymiarowego parametru, który opisywałby s´rednie wydłuz˙e-
nie drogi cza˛steczek transportowanych przez os´rodek porowaty, nazwanego w lite-
raturze kre˛tos´cia˛ (ang. tortuosity). W tej cze˛s´ci zajme˛ sie˛ badaniami numerycznymi
nad kre˛tos´cia˛ oraz zalez˙nos´cia˛ kre˛tos´ci od porowatos´ci w wybranymmodelu os´rod-
ka porowatego.
5.2. Model
Model os´rodka porowatego, dla którego liczyc´ be˛de˛ kre˛tos´c´, zdefiniowany jest na sie-
ci kwadratowej o rozmiarze L×L lu (stałych sieci). Na sieci rozłoz˙one zostały losowo
identyczne przeszkody w kształcie kwadratów o rozmiarach a×a lu, gdzie 1É a É L.
Przeszkody te moga˛ dowolnie pokrywac´ sie˛ nawzajem i sa˛ całkowicie nieprzepusz-
czalne dla cieczy. Pozostały obszar jest dla cieczy doste˛pny i tu zachodzi jej transport.
Na rysunku 5.1 przedstawione zostały układy dla kilku wybranych porowatos´ci, przy
czym kolorem szarym zaznaczono przeszkody reprezentuja˛ce cze˛s´c´ nieprzepusz-
czalna˛ os´rodka porowatego. W celu minimalizacji wpływu efektów brzegowych na
obliczenia, załoz˙ylis´my periodyczne warunki brzegowe w obu kierunkach [67, 68].
W celu wymuszenia przepływu cieczy przez mikrostrukture˛, na układ nałoz˙ona zo-
stała stała siła zewne˛trzna (grawitacja) równoległa do jednej z osi układu.
5.2.1. Próg perkolacji
Ze wzgle˛du na obliczenia kre˛tos´ci w funkcji porowatos´ci układu, istotnym parame-
trem jest upakowanie krytyczne, czyli próg perkolacji φc . Okazuje sie˛, z˙e wielkos´c´
przeszkód uz˙ytych do budowymodelu ma znacza˛cy wpływ na połoz˙enie progu per-
kolacji. W naszych badaniach, podobnie jak w [67, 68], we wszystkich symulacjach
przyje˛to a = 10. Przeprowadzone zostały obliczenia numeryczne progu perkolacji
przy pomocy algorytmunumerowania klastrówHoshena-Kopelmana [101] orazme-
tody Kirkpatricka wyznaczania punktu krytycznego [102] dla a = 10 i otrzymalis´my
próg perkolacji φc ≈ 0.367. Wartos´c´ ta lez˙y pomie˛dzy wartos´cia˛ φ(1)c ≈ 0.33(3) [103]
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a) φ= 0.5 b) φ= 0.6
c) φ= 0.7 d) φ= 0.8
Rysunek 5.1. Przykłady konfiguracji na sieci o rozmiarach 200×200 (lu.× lu) (jednostek sie-
ci) utworzonych przez losowe rozmieszczenie pokrywaja˛cych sie˛ kwadratów
o rozmiarach 10×10 (lu × lu) dla róz˙nych porowatos´ci φ.
(obliczona˛ dla perkolacji cia˛głej, a →∞), a wartos´cia˛ φ(2)c ≈ 0.5927 [104] (standar-
dowa perkolacja we˛złów, a = 1). Dodatkowo, na rysunku 5.2 przedstawiona została
prosta analiza połoz˙enia progu perkolacji z uz˙yciem metody skalowania rozmiaru.
Na rysunku wyraz´nie widac´, z˙e φ(1)c <φc <φ(2)c . Warto zauwaz˙yc´, z˙e obliczona przez
nas wartos´c´ φc jest róz˙na od wartos´ci podawanych w [67, 68], gdzie autorzy błe˛dnie
powia˛zali φc dla a = 10 z φ(1)c dla a→∞ i uz˙ywali φc =φ(1)c ≈ 0.33(3). Dodatkowo na
rysunku 5.3 przedstawiam zalez˙nos´c´ progu perkolacji φc od odwrotnos´ci długos´ci
boku pojedynczej przeszkody a z uz˙yciem osi półlogarytmicznych. Wartos´ci nume-
ryczne wyznaczone zostały algorytmemHoshena-Kopelmana dla przeszkódwielko-
s´ci 2k , gdzie k = 0,1,2 . . .6. Widac´ wyraz´nie, jak sukcesywne zwie˛kszanie rozmiaru
przeszkody prowadzi do przesunie˛cia progu perkolacji od φ(2)c dla klasycznej perko-
lacji we˛złów (ang. site percolation) do wartos´ci φ(1)c dla perkolacji cia˛głej.
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Rysunek 5.2. Jakos´ciowa analiza progu perkolacji dla a = 10 i trzech róz˙nych rozmiarów sie-
ci. Na osi y zaznaczone zostało prawdopodobien´stwo, z˙e układ perkoluje. Na
osi x odłoz˙ono porowatos´c´ układu. Widac´ wyraz´nie, z˙e skalowanie wskazuje
na próg perkolacji w okolicach φ ≈ 0.367 (punkt przecie˛cia krzywych). War-
tos´c´ φ(1)c ≈ 0.33(3) obliczona została dla perkolacji cia˛głej w [103], a wartos´c´
φ(2)c ≈ 0.5927 wyznaczono dla standardowej perkolacji we˛złów [104].
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Rysunek 5.3. Zalez˙nos´c´ progu perkolacji φc od odwrotnos´ci długos´ci boku przeszkody 1/a.
Symbole (o) reprezentuja˛ numeryczna˛ wartos´c´ φc w zalez˙nos´ci od rozmiaru
przeszkody a = 2k lu (stałych sieci), gdzie k = 0,1,2. . . 6. Liniami przerywanymi
zaznaczone zostały progi perkolacji cia˛głej φ(1)c oraz standardowej perkolacji
sieciowej φ(2)c .
5.3. Algorytmy numeryczne
W celu wyznaczenia kre˛tos´ci w badanym modelu musimy uz˙yc´ szeregu metod nu-
merycznych. Pocza˛wszy od generowania mikrostruktury, przez rozwia˛zanie równan´
przepływu, wyznaczenie linii pra˛du, włas´ciwe obliczenia kre˛tos´ci, az˙ po weryfikacje˛
czasu relaksacji w układzie, ekstrapolacje˛ cze˛s´ci rezultatówdo stanów stacjonarnych
oraz analize˛ błe˛dów numerycznych.
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5.3.1. Konstrukcja os´rodka porowatego
Konstrukcja os´rodka porowatego o okres´lonej porowatos´ci jest realizowana przy po-
mocy prostego algorytmu losowego osadzania swobodnie pokrywaja˛cych sie˛ prze-
szkód na badany obszar [67, 68]. Rozpoczynaja˛c z pustego obszaru (φ= 1), nieprze-
puszczalne kwadraty sa˛ na niego nakładane tak długo, jak długoφ>φ0, gdzieφ0 jest
oczekiwana˛ porowatos´cia˛.
5.3.2. Przepływ cieczy
Na potrzeby rozwia˛zania problemu przepływu cieczy przez układ porowaty zaadop-
towany został model gazu sieciowego Boltzmanna (LBM) [84] w przybliz˙eniu BGK
operatora kolizji [88] (patrz rozdział 3). Metoda ta potwierdziła swoja˛ uz˙ytecznos´c´ w
symulacjach przepływu cieczy w róz˙nych warunkach [59, 105].
Jednym z jej ograniczen´ jest minimalna skala przestrzenna 4 lu, na której jest
moz˙liwe uzyskanie rozwia˛zania równan´ przepływu Naviera–Stokesa z zadowalaja˛ca˛
dokładnos´cia˛. Ograniczenie to ma dos´c´ duz˙e znaczenie w przypadku porowatos´ci
φ→φc , gdyz˙ w tym przypadku znacznie ros´nie liczba wa˛skich kanałów o szerokos´ci
d < 4 lu. Z tego powodu na układy skonstruowanewg opisanego powyz˙ej algorytmu
nałoz˙ona jest standardowa procedura zwie˛kszenia podziału sieci na wie˛ksza˛ ilos´c´
komórek (rysunek 5.4). Procedura ta dzieli kaz˙da˛ z L2 komórek sieci obliczeniowej
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Rysunek 5.4. Procedura dodatkowego podziału sieci os´rodka porowatego. Stopien´ podziału:
a) kref = 2, b) kref = 4. Litery A, B i C uz˙yte zostały do odróz˙nienia odpowiada-
ja˛cych sobie elementów.
na kwadraty kref×kref, gdzie kref = 1,2, . . . jest stopniempodziału. Otrzymana siec´ ma
zatem rozmiar krefL×krefL.
Po inicjalizacji układu, pe˛tla obliczeniowa modelu jest kontynuowana tmax kro-
ków czasowych, gdzie tmax jest wybrane wg kryterium, które omówimy w dalszej
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cze˛s´ci pracy (patrz podrozdział 5.4.2). Dzie˛ki uz˙yciu odpowiednich warunków brze-
gowych na komórkach nieprzepuszczalnych (ang. midgrid ) otrzymane rozwia˛zania
maja˛ dokładnos´c´ drugiego rze˛du w czasie i przestrzeni [84]. Przykładowe pola pre˛d-
kos´ci uzyskane za pomoca˛ omawianej metody dla kilku róz˙nych wartos´ci porowato-
s´ci przedstawione zostały na rysunku 5.5 .
a) φ= 0.45 b) φ= 0.65
c) φ= 0.80 d) φ= 0.95
Rysunek 5.5. Pre˛dkos´c´ cieczyu = |u| obliczona na sieci obliczeniowej o rozmiarach 600×600
odpowiadaja˛cej sieci fizycznej 200 lu× 200 lu (poziom podziału kref= 3).Wiel-
kos´c´ przeszkód: 10 lu ×10 lu (t.j., 30×30 we˛złów sieci). Porowatos´c´ układu:
a) φ = 0.45, b) φ = 0.65, c) φ = 0.8, d) φ = 0.95. Warunki periodyczne zasto-
sowane zostały w obu kierunkach. Szare kwadraty reprezentuja˛ obszar niedo-
ste˛pny dla cieczy, pozostały obszar jest dozwolony dla przepływu. Zewne˛trzna
siła grawitacyjna działa w kierunku pionowym.
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5.3.3. Linie pra˛du
Kluczowa˛ procedura˛ całej operacji liczenia kre˛tos´ci przepływu jest dokładne wyzna-
czenie linii pra˛du [95]. Aby je wyznaczyc´, potrzebna jest znajomos´c´ pola pre˛dkos´ci
u(r) w całej obje˛tos´ci os´rodka. W naszym przypadku pole u(r) zostało uzyskane za
pomoca˛ interpolacji dwuliniowej (ang. bilinear interpolation) [106] z pre˛dkos´ci we˛-
złowych u otrzymanychmetoda˛ LBM. Na tak otrzymanym polu pre˛dkos´ci rozwia˛zy-
wane jest równanie ruchu bezmasowych cza˛stek (znaczników):
dr
dt
=u(r), (5.1)
których tory ruchu odpowiadaja˛, w przypadku stanu stacjonarnego, liniom pra˛du
przepływaja˛cej cieczy [95, 107]. Ze wzgle˛du na skomplikowana˛ postac´ brzegów oraz
znaczne róz˙nice w lokalnych wartos´ciach interpolowanego pola pre˛dkos´ci u(r), do
rozwia˛zania równan´ typu (5.1) została wykorzystana metoda Runge’go-Kutty czwar-
tego rze˛du ze zmiennym krokiem czasowym [106].
5.3.4. Kre˛tos´c´
Zgodnie z równaniem (1.2), kre˛tos´c´ przepływu zdefiniowana jako stosunek s´redniej
długos´ci linii pra˛du przechodza˛cych przez dany przekrój w jednostce czasu do sze-
rokos´ci próbki [1], co prowadzi do:
T = 1
L
∫
A
uy (x)λ(x)dx∫
A
uy (x)dx
, (5.2)
gdzie A jest dowolnymprzekrojemprostopadłymdo osi y , a L oznacza długos´c´ ukła-
du. W równaniu tym x ∈ A, λ(x) jest długos´cia˛ linii pra˛du przecinaja˛cej A w punkcie
x, a uy (x) – składowa˛ wektora pre˛dkos´ci u w punkcie x prostopadła˛ do przekroju A.
W literaturze całkowania w równaniu (5.2) definiuja˛cym kre˛tos´c´ wykonywane były
albo za pomoca˛ metody Monte Carlo (MC) [67, 68, 108], albo poprzez kwadratury
[109]. W metodzie MC długos´ci linii pra˛du przechodza˛cych przez losowo wybrane
punkty na wybranym przekroju sa˛ us´redniane z uz˙yciem odpowiednich wag. Z kolei
metoda kwadratur jest realizowana przez przybliz˙enie równania (5.2):
T ≈ 1
L
∑
j
uy (x j )λ(x j )∆x j
∑
j
uy (x j )∆x j
, (5.3)
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gdzie przedziały ∆x j = x j+1 − x j sa˛ dyskretnymi podziałami przekroju. W ogólno-
s´ci oba powyz˙sze podejs´cia do obliczenia całek w równaniu (5.2) sa˛ równowaz˙ne,
okazuje sie˛ jednak, z˙e moga˛ byc´ one w róz˙ny sposób implementowane. Na przykład
w [67, 108] całkowanie Monte Carlo zostało przeprowadzone na liniach pra˛du prze-
chodza˛cych przez losowo wybrane we˛zły lez˙a˛ce w obszarze porów os´rodka, w [68]
linie pra˛du przecinały dokładnie wszystkie komórki w obszarze porów, tymczasem
w [61, 109] za punkty startowe wybrane zostały we˛zły brzegowe na wlocie cieczy do
układu. Wszystkie wymienione podejs´cia ła˛czy jednorodny rozkład punktów starto-
wych wybieranych losowo ba˛dz´ regularnie w obszarze całego os´rodka. Sposób wy-
brania komórek startowych dla linii pra˛du moz˙e miec´ ogromne znaczenie dla obli-
czanych wartos´ci kre˛tos´ci, szczególnie ze wzgle˛du na selektywny charakter przepły-
wuw obszarze niskich porowatos´ci, gdyz˙ w tym przypadku ciecz wybiera kilka głów-
nych kanałów przez które przepływa niemal cała jej obje˛tos´c´ (rysunek 5.5). Z tego
powodu sumyw równaniu (5.3) moga˛ zawierac´ wiele wyrazów o znikomymwpływie
na wartos´c´ kre˛tos´ci. Aby omina˛c´ ten problem, na równanie (5.3) nałoz˙ylis´my waru-
nek stałos´ci strumienia pomie˛dzy dwiema sa˛siaduja˛cymi liniami pra˛du, co moz˙na
wyrazic´ wzorem:
uy (x j )∆x j = const. (5.4)
Wartos´ci punktów x j na przekroju wyznaczone zostały ze wzoru rekurencyjnego:
∫x j
x j−1
uy (x)dx =
1
N
∫L
0
uy (x)dx, j = 1, . . . ,N , (5.5)
gdzie x0 = 0. Zastosowaniewarunku stałego strumienia pomie˛dzy sa˛siednimi liniami
pra˛du powoduje, z˙e wyraz˙enie (5.3) upraszcza sie˛ do:
T ≈ 1
L
1
N
N∑
j=1
λ(x j ), (5.6)
gdzieN jest liczba˛ linii pra˛duwzie˛ta˛ do us´redniania.We wzorze tymwszystkie wyra-
zy sumy sa˛ tego samego rze˛du wielkos´ci.
Ostatecznie, w celu obliczenia kre˛tos´ci przepływu przez os´rodek porowaty o zna-
nym kierunku makroskopowym przepływu, wybierany jest przekrój prostopadły do
tego kierunku. Naste˛pnie, z równania (5.5) znajdowany jest rozkład punktów x j na
przekroju, tak aby spełniony był warunek (5.4). Linie pra˛du sa˛ wyznaczone przez
s´ledzenie toru ruchu cza˛stek (równanie 5.1) o masie m = 0 startuja˛cych w dwóch
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przeciwległych kierunkach ze znalezionych punktów x j na przekroju. Ruch cza˛stek
s´ledzony jest tak długo, az˙ dotra˛ one do brzegów układu x = 0 lub x = L. Z tak wy-
znaczonych linii pra˛du obliczana jest s´rednia wyraz˙ona równaniem (5.6). Przykład
linii pra˛du wyznaczonych wg omawianej procedury został przedstawiony na rysun-
ku 5.6.
(2)
(3)
(1)
a) φ= 0.45 b) φ= 0.65
c) φ= 0.80 d) φ= 0.95
Rysunek 5.6. Linie pra˛du wyznaczone z warunku stałego strumienia (równanie 5.4) pomie˛-
dzy sa˛siaduja˛cymi liniami pra˛du dla tych samych układów jak na rysunku 5.5.
Pozioma linia zaznaczona dla układu oφ= 0.65 reprezentuje przekrój y = L/2,
na którym znalezione zostały punkty startowe x j dla linii pra˛du. Etykietywska-
zuja˛: 1) punkt kon´cowy niekompletnej linii pra˛du, 2) punkt startowy niekom-
pletnej linii pra˛du, 3) „martwy” obszar os´rodka, w którym nie naste˛puje prze-
pływ cieczy.
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Na tym rysunku zaznaczona została równiez˙ linia pra˛du, która nie znajduje drogi
przez cały obszar os´rodka porowatego od brzegu x = 0 do x = L. Moz˙e sie˛ to zdarzyc´
w przypadku linii pra˛du, które przecinaja˛ obszary o bardzo niskich pre˛dkos´ciach lo-
kalnych. Przykładowa linia pra˛du z rysunku 5.6 startuje z punktu (2) o bardzo wyso-
kiej wartos´ci pre˛dkos´ci lokalnej i próbuje przejs´c´ przez obszar (1), gdzie pre˛dkos´ci
sa˛ bardzo niskie. Linie, które nie znajduja˛ drogi przez cały os´rodek, nie sa˛ brane pod
uwage˛ w sumach w równaniu (5.3). Dzie˛ki zastosowaniu procedury uwzgle˛dniaja˛cej
warunek stałego strumienia pomie˛dzy sa˛siaduja˛cymi liniami pra˛du, „martwe” ob-
szary os´rodka porowatego sa˛ praktycznie całkowicie pomijane przy wyborze punk-
tów startowych x j .
5.3.5. Ekstrapolacja do stanów stacjonarnych
Obliczeniametoda˛ LBMprowadzone dlawarunków iwg procedury omówionejwpo-
przednich podrozdziałach prowadza˛ do uzyskania stanu stacjonarnego przepływu.
Dopiero stan asymptotyczny (stacjonarny) pozwala w efektywny sposób wyznaczyc´
linie pra˛du potrzebne do obliczen´ kre˛tos´ci. W celu wyznaczenia minimalnej ilos´ci
kroków symulacji potrzebnych do otrzymania stanu stacjonarnego, badałem chwi-
lowe wartos´ci T w kolejnych krokach czasowych (rysunek 5.7). Kaz˙dy z punktów
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Rysunek 5.7. Zalez˙nos´c´ T od kroku czasowego w procesie relaksacji do stanu stacjonarnego
dla kilku róz˙nych porowatos´ci układu φ. Kaz˙dy z punktów przedstawionych
na wykresie stanowi wynik us´redniania po 25 układach. Liniami zaznaczone
zostały dopasowane relacje wykładnicze postaci (5.7).
pomiarowych przedstawionych na rysunku 5.7 jest kre˛tos´cia˛ us´redniona˛ po N = 25
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róz˙nych konfiguracjach o okres´lonej porowatos´ci φ. Okazało sie˛, z˙e po t0 krokach,
zalez˙nos´c´ T (t ) moz˙e byc´ przybliz˙ona relacja˛ wykładnicza˛:
T (t )≈ Ts−c exp(−t/trel), t > t0, (5.7)
gdzie Ts , c oraz trel sa˛ pewnymi parametrami i róz˙nia˛ sie˛ wartos´ciami dla róz˙nych
porowatos´ci φ. Z rysunku widac´ wyraz´nie, z˙e czas relaksacji układu ros´nie wraz ze
zbliz˙aniem sie˛ porowatos´ciφ do 1, co przedyskutuje˛ dokładniej w dalszej cze˛s´ci pra-
cy.
5.4. Wyniki
5.4.1. Wartos´ci lokalne na przekroju
Wartos´ci wielkos´ci potrzebnych dowyznaczenia całekw równaniu (5.2) zostały przed-
stawionena rysunkach 5.8–5.10. Na przekrojach poziomych obuukładówobliczono:
1. znormalizowana˛ pre˛dkos´c´ uy (x)/umaxy (x), gdzie u
max
y (x) jest najwie˛ksza˛ pre˛d-
kos´cia˛ wyznaczona˛ wzdłuz˙ wszystkich linii pra˛du w układzie,
2. kre˛tos´c´ pojedynczej linii pra˛du τ(x)=λ(x)/L,
3. iloczyn τ(x)uy (x)/umaxy (x),
4. stosunekminimalnej do maksymalnej pre˛dkos´ci wzdłuz˙ linii pra˛du.
Wszystkie wielkos´ci zostały zebrane z pól pre˛dkos´ci dla układów z rysunków 5.5 oraz
5.6. Zalez˙nos´ci przedstawione na wykresach (5.8–5.10, a–c) sa˛ silnie zalez˙ne od po-
zycji, na której był wyznaczony przekrój. W naszym przypadku przekroje były wzie˛te
dla y = L/2. Jak moz˙na było sie˛ spodziewac´, profile pre˛dkos´ci uy (x)/umaxy (x) sa˛ cia˛-
głe i kawałkami róz˙niczkowalne, czego niemoz˙na powiedziec´ o przebiegach kre˛tos´ci
τ(x). Co oczywiste, iloczyn τ(x)uy (x)/umaxy (x) równiez˙ nie jest cia˛gły i jest to jeden
z powodów trudnos´ci, jakie pojawiaja˛ sie˛ przy całkowaniu numerycznym równania
(5.2). Kaz˙da niecia˛głos´c´ funkcji τ(x) przedstawionej na omawianych wykresach w
cze˛s´ci b) odpowiada ła˛czeniu sie˛ lub rozwidlaniu dwóch sa˛siaduja˛cych linii pra˛du.
Odpowiada to sytuacji, kiedy dwie strugi cieczy napotykaja˛ce przeszkode˛ opływaja˛ ja˛
z dwóch róz˙nych stron. Poprzez liczbe˛ punktów niecia˛głos´ci funkcji τ(x) oszacowac´
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Rysunek 5.8. Lokalne wartos´ci obliczane na przekroju A uz˙ywane do obliczen´ kre˛tos´ci: (a)
składowa pre˛dkos´ci uy (x) znormalizowana do wartos´ci maksymalnej umaxy ≈
5× 10−5 lu tu−1; (b) lokalna kre˛tos´c´ τ(x) = λ(x)/L; (c) iloczyn τ(x)uy x/umaxy
i (d) stosunek pre˛dkos´ci minimalnej do maksymalnej (obie wartos´ci znalezio-
ne wzdłuz˙ całej linii pra˛du). Wartos´ci z tego rysunku zostały zebrane z prze-
kroju dla konfiguracji o porowatos´ci φ= 0.65 z rysunku 5.6.
moz˙na liczbe˛ tego typu „wysp” w układzie. Porównuja˛c profile dla róz˙nych porowa-
tos´ci od φ= 0.45 do φ= 0.9 moz˙na zauwaz˙yc´, z˙e liczba punktów niecia˛głos´ci maleje
dla φ→φc oraz dla φ→ 1. Problem znajdowania miejsc niecia˛głos´ci funkcji τ(x) na
przekroju nie jest dobrze okres´lony numerycznie. Wybór miejsc startowych dla linii
pra˛du blisko punktów niecia˛głos´ci powoduje, z˙e wartos´ci kre˛tos´ci moga˛ byc´ obar-
czone duz˙ymi błe˛dami, gdyz˙ niewielka niedokładnos´c´ w wyznaczeniu x j moz˙e skut-
kowac´ duz˙a˛ niedokładnos´cia˛ (skokiem) wartos´ci λ(x j ). Okazuje sie˛ równiez˙, z˙e sto-
sunek pre˛dkos´ci maksymalnej do minimalnej ros´nie znacza˛co w punktach bliskich
punktom niecia˛głos´ci. Jednym z czynników wpływaja˛cych na dokładnos´c´ zwia˛za-
na˛ z niecia˛głos´ciami w τ(x) moz˙e byc´ liczba linii pra˛du wzie˛tych do obliczen´. Aby
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Rysunek 5.9. Lokalnewartos´ci obliczane na przekroju y = L/2 uz˙ywane do obliczen´ kre˛tos´ci
dla konfiguracji o porowatos´ci φ= 0.80 z rysunku 5.6. Pozostałe parametry jak
na rysunku 5.8.
sprawdzic´ wpływ tego parametruna otrzymywanewartos´ci, dla kilku układówo roz-
miarach 200× 200 lu (stałych sieci) z podziałem kref = 3 o róz˙nych φ wyznaczona
została wartos´c´ T obliczona z N = 2k linii pra˛du, gdzie k = 1,2, . . . ,10. Wyniki przed-
stawione zostały na rysunku 5.11. Widac´ wyraz´nie, z˙e w okolicach N ≈ 100 kre˛tos´c´
przestaje sie˛ zmieniac´ wraz z zage˛szczaniem linii pra˛du.Moz˙na sta˛d wnioskowac´, z˙e
liczba N ≈ L linii pra˛du jest wystarczaja˛ca do obliczen´ kre˛tos´ci, a jej zwie˛kszenie nie
zmieniłoby znacza˛co otrzymywanych wartos´ci T .
5.4.2. Czas relaksacji trel
Jak pokazalis´my w podrozdziale 5.3.5 (rysunek 5.7) wartos´c´ T jest zalez˙na od kroku
czasowego t symulacji. Charakterystyczny czas relaksacji tego zjawiska trel jest róz˙-
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Rysunek 5.10. Lokalne wartos´ci obliczane na przekroju y = L/2 uz˙ywane do obliczen´ kre˛to-
s´ci dla konfiguracji o porowatos´ciφ= 0.95 z rysunku 5.6. Pozostałe parametry
jak na rysunku 5.8.
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Rysunek 5.11. Kre˛tos´c´ w funkcji liczby linii pra˛du dla układu 200×200 lu i podziału kref= 3.
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ny dla róz˙nych porowatos´ci oraz róz˙nych konfiguracji porów w os´rodku. Zalez˙nos´c´
trel(φ) przedstawiona została na rysunku 5.12, gdzie kaz˙dy punkt reprezentuje s´red-
nia˛ po co najmniej 25 układach. Jak widac´ z wykresu, czas relaksacji ma minimum
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Rysunek 5.12. Czas relaksacji trel w funkcji porowatos´ci φ dla L = 200 lu, kref = 3 i tmax =
30000 tu.
dla φ ≈ 0.6 i od tej wartos´ci ros´nie w obu kierunkach. Wzrost w kierunku wysokich
porowatos´ci (φ→ 1) jest jasny i zgadza sie˛ z innymi doniesieniami o takim zacho-
waniumodelu LBMw zakresie niskich liczbMacha [110]. Wzrost trel w kierunku wy-
sokich porowatos´ci (φ→ φc ≈ 0.367) jest prawdopodobnie zwia˛zany ze wzrostem
liczby i długos´ci martwych pól w os´rodku porowatym, które sa˛ wypełnione ciecza˛,
ale praktycznie nie daja˛ z˙adnego wkładu do przepływu [111]. Czysto dyfuzyjny cha-
rakter transportu w tych porach powoduje znacza˛cy wzrost trel.
Jak pokazalis´my w podrozdziale 5.3.5 w zalez˙nos´ci T (t ) wyste˛puje czynnik t0.
Okazuje sie˛, z˙e czynnik ten spełnia warunek 500 < t0 < 1000 w całym zakresie φ.
Dlatego, korzystaja˛c z danych z rysunku 5.12, do obliczen´ kre˛tos´ci załoz˙ylis´mymak-
symalna˛ liczbe˛ tmax = 1.5×104 krokówdlaφ< 0.8 i 3×104 dlaφ> 0.8. Okazało sie˛ jed-
nak, z˙e dla kilku układów z porowatos´cia˛φ= 0.45 t0 było znacznie wie˛ksze od 103 tu.
Jes´li przyjrzec´ sie˛ bliz˙ej strukturze tych układów, zauwaz˙yc´ moz˙na, z˙e sa˛ one zbudo-
wanew odmienny sposób. Posiadaja˛ one dwa lubwie˛cej głównych kanałów, którymi
zachodzi transport wzdłuz˙ siły wymuszaja˛cej przepływ i sa˛ one poła˛czone ze soba˛
kanałem mniej wie˛cej prostopadłym do kierunku przepływu głównego. W układzie
takim, w procesie relaksacji do stanu stacjonarnego dojs´c´ moz˙e do „przeła˛czenia”
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przepływu z równoległych kanałów do kanału ła˛cza˛cego, co widoczne jest na wykre-
sie T (t ) jako nagły uskok wartos´ci T . Przykład relaksacji kre˛tos´ci dla przykładowego
układu o porowatos´ci φ przedstawiony został na wykresie 5.13. Ze wstawionych do
Rysunek 5.13. Przykład zbiez˙nos´ci wartos´ci T do stanu asymptotycznego. Na rysunkach
wstawionych do wykresu widac´ konfiguracje linii pra˛du odpowiadaja˛ce cza-
som t = 2500,4500 i 17000. Siła zewne˛trzna skierowana jest w kierunku pio-
nowym.
wykresu wizualizacji linii pra˛du dla trzech róz˙nych chwil czasu widac´ wyraz´nie, z˙e
wybrany do przepływu kanał pionowy, po około 4000 kroków przestaje byc´ jedynym
dozwolonymdla przepływu, awokolicach t = 15000 przestaje dominowac´. Co cieka-
we, przez wybranie pocza˛tkowo najkrótszej s´ciez˙ki, układ wydawał sie˛ byc´ stabilny
ze wzgle˛du na kre˛tos´c´ az˙ do około t = 4000, a naste˛pnie z powodu znalezienia do-
datkowej drogi dla przepływu, wartos´c´ T zacze˛ła gwałtownie rosna˛c´, by naste˛pnie
kontynuowac´ wzrost z relaksacja˛ wykładnicza˛. Jak widac´ z powyz˙szej analizy, w te-
go typu układach trudno jest zdefiniowac´ s´cis´le kryterium zbiez˙nos´ci wartos´ci T do
stanu asymptotycznego. Dlatego niema pewnos´ci, z˙e we wszystkich badanych ukła-
dach w okolicy φ= 0.45 osia˛gnie˛ty został stan stacjonarny. Wartos´ci T (φ= 0.45) mo-
ga˛ byc´ wie˛c obarczone niewielkim, systematycznym błe˛dem, którego wielkos´c´ osza-
cowac´ moz˙na na mniej niz˙ 1% (na podstawie liczby układów, które zdradzaja˛ wyz˙ej
wymienione cechy). Minimalna wartos´c´ czasu relaksacji w okolicach φ ≈ 0.6 moz˙e
byc´ zwia˛zana z przeprowadzona˛ w poprzednimpodrozdziale analiza˛ ilos´ci punktów
niecia˛głos´ci w zalez˙nos´ci od φ. W okolicach φ ≈ 0.6 niecia˛głos´ci jest bardzo duz˙o
(najwie˛cej) co odpowiadac´moz˙e selekcji kanałówo niskiej kre˛tos´ci, których ilos´c´ jest
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dos´c´ duz˙a (kaz˙dy punkt niecia˛głos´ci to taki włas´nie kanał). Moz˙na sie˛ spodziewac´, z˙e
relaksacja w kanałach o takiej charakterystyce be˛dzie najszybsza.
5.4.3. Znaczenie wielkos´ci układu
Jedna˛ zwaz˙niejszych cech kre˛tos´ci układu, jaka˛ udałomi sie˛ zauwaz˙yc´, a jaka potrak-
towana została pobiez˙nie w poprzednich pracach innych autorów, jest jej zalez˙nos´c´
od wielkos´ci sieci L. W celu ilos´ciowej analizy tej zalez˙nos´ci, s´rednia kre˛tos´c´ T obli-
czona została dla trzech porowatos´ci:φ= 0.5, 0.7 i 0.9 oraz czterech wielkos´ci układu
L = 50, 100, 200 i 300. Wyniki przedstawione zostały na rysunku 5.14. Kaz˙dy z punk-
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Rysunek 5.14. Zalez˙nos´c´ T (L) dla φ = 0.5, 0.7 i 0.9. Punkty reprezentuja˛ wartos´ci s´rednie,
us´rednione po N Ê 24 układach. Krzywe sa˛ dopasowaniami do wzoru (5.8), a
słupki błe˛dów reprezentuja˛ bła˛d standardowy wartos´ci s´redniej.
tów wykresu reprezentuje s´rednia˛ wartos´c´ T us´redniona˛ po N Ê 24 układach (N do-
brane zostało tak, by błe˛dy statystyczne widoczny na wykresie były tego samego rze˛-
du). Krzywe widoczne na wykresie sa˛ dopasowanymi zalez˙nos´ciami wykładniczymi
wyraz˙onymi wzorem:
T (L)= T∞−b exp(−cL), (5.8)
gdzieT∞ jest wartos´cia˛ asymptotyczna˛ kre˛tos´ci (dla układu nieskon´czonego) i razem
z b oraz c tworzy grupe˛ parametrów swobodnych dopasowania. Moz˙na zauwaz˙yc´,
z˙e w całym zakresie porowatos´ci T jest rosna˛ca˛ funkcja˛ rozmiaru układu. Co wie˛cej,
wielkos´c´ charakterystyczna L∗ powyz˙ej której T nie zmienia sie˛ znacza˛co wraz ze
wzrostem L wynosi L∗ ≈ 200. Ponadto, rysunek 5.14 nie pozostawia wa˛tpliwos´ci, z˙e
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zignorowanie efektów zwia˛zanych z rozmiarem sieci prowadzi do niedoszacowania
wartos´ci T . Wielkos´c´ niedoszacowania jest zalez˙na od porowatos´ci φ i spodziewac´
sie˛ moz˙na, z˙e wie˛ksze róz˙nice wysta˛pic´ moga˛ dla niz˙szych porowatos´ci.
Kolejnym krokiem było sprawdzenie, jak na otrzymywane wartos´ci wpływa sto-
pien´ podziału sieci kref. Na rysunku 5.15 przedstawione zostały wartos´ci T w funk-
cji wielkos´ci układu dla φ = 0.5 oraz czterech stopni podziału sieci kref = 1,2,3 i 4.
Okazało sie˛, z˙e mimo znanego z literatury faktu, z˙e model LBM potrzebuje przynaj-
mniej cztery jednostki sieci do poprawnego opisania hydrodynamiki [84] (co w na-
szychwarunkach odpowiada podziałowi kref= 3), wprzypadku obliczen´ kre˛tos´ci sto-
pien´ podziału nie ma tak duz˙ego znaczenia. Z wykresu (5.15) widac´ wyraz´nie, z˙e juz˙
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Rysunek 5.15. Zalez˙nos´c´ T (L) dla φ = 0.5 i czterech stopni podziału kref = 1,2,3 i 4. Punkty
reprezentuja˛ wartos´ci s´rednie, us´rednione po n = 9 układach. Słupki błe˛dów
reprezentuja˛ bła˛d standardowy wartos´ci s´redniej.
kref = 1 wydaje sie˛ byc´ wystarczaja˛ce do tego typu obliczen´. Ten niespodziewany wy-
nik (cze˛s´c´ układu na przewe˛z˙eniach posiada przeciez˙ lokalne rozwia˛zania niezgodne
z równaniami Naviera–Stokesa) moz˙na wytłumaczyc´ zauwaz˙aja˛c, z˙e dla porowato-
s´ci duz˙o wyz˙szych od progu perkolacji główny przepływ cieczy przez układ zacho-
dzi szerokimi kanałami o dos´c´ duz˙ej s´rednicy w porównaniu z komórka˛ elementar-
na˛ sieci. Dlatego wpływ niedokładnos´ci w wyznaczeniu pola pre˛dkos´ci w okolicach
przewe˛z˙en´ nie ma istotniejszego znaczenia. Spodziewac´ sie˛ jednak moz˙na, z˙e wraz
ze zbliz˙aniem sie˛ z porowatos´cia˛ do progu perkolacji (φ→φc ), wyste˛powanie szero-
kich kanałów dominuja˛cych przepływ be˛dzie rzadsze, a co za tym idzie – znaczenie
stopnia podziałumoz˙e byc´ wie˛ksze.
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5.4.4. Zalez˙nos´c´ kre˛tos´ci od porowatos´ci
Dzie˛ki znajomos´ciminimalnychwymagan´ odnos´nie rozmiaru sieci, stopnia podzia-
łu oraz długos´ci czasu relaksacji do stanu stacjonarnego, jestes´my w stanie wyzna-
czyc´ zalez˙nos´c´ kre˛tos´ci T od porowatos´ci φ w szerokim zakresie φ. Dla porowato-
s´ci φ = 0.45,0.5, . . . ,0.95 wybrane zostały: L = L∗ oraz stopien´ podziału kref = 3. Dla
kaz˙dej porowatos´ci, kre˛tos´c´ T wyznaczona została dlaM róz˙nych konfiguracji prze-
szkód, gdzie M zmieniało sie˛ od 25 dla φ = 0.95 do 100 dla φ = 0.45. S´rednie war-
tos´ci T przedstawione zostały na wykresie 5.16 wraz z relacja˛ wyraz˙ona˛ równaniem
(1.8e) dla tego samego zagadnienia zaproponowana˛ przez Koponena i innychw [68].
Przyczyny róz˙nic pomie˛dzy wynikami prezentowanymi tutaj a praca˛ [68] moz˙na tłu-
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Rysunek 5.16. Zalez˙nos´c´ kre˛tos´ci T od porowatos´ci φ. Dane otrzymane zostały wg omó-
wionej procedury z uz˙yciem modelu LBM i równan´ (5.6) oraz (5.7) (krzyz˙e
ze słupkami błe˛dów). Dodatkowo zaznaczone zostały: 1) krzywa teoretyczna
zaproponowana dla takiego samego modelu przez Koponena i in. [68] (linia
przerywana) oraz najlepsze dopasowanie do równania (1.8b) (linia cia˛gła).
maczyc´ nieuwzgle˛dnieniemprzez autorów tamtej pracy efektów wielkos´ci sieci, wy-
borem L < L∗ oraz brakiem dokładnej analizy czasów relaksacji kre˛tos´ci.
Dane z rysunku 5.16 dopasowane zostały do czterech jednoparametrowychwzo-
rówempirycznych z jednymwolnymparametrem zaproponowanychw innych opra-
cowaniach (rozdział 1.3, str. 6). W przypadku naszych obliczen´ kre˛tos´ci wyznaczo-
nej dla modelu pokrywaja˛cych sie˛ prostoka˛tów przy pomocy procedury omówio-
nej powyz˙ej, najlepsze dopasowanie dał wzór empiryczny (1.8b) z parametrem p =
0.77±0.03. Najlepsze dopasowanie zostało narysowane linia˛ cia˛gła˛ na rysunku 5.16.
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Okazuje sie˛, z˙e dla φ ≈ 1 dane odste˛puja˛ nieznacznie od wzoru 1.8b. Niezbyt do-
bre dopasowanie danych w tym zakresie porowatos´ci moz˙e byc´ m.in. rezultatem
nieuwzgle˛dnienia anizotropii badanych układów spowodowanej periodycznymiwa-
runkami brzegowymi.
5.4.5. Korelacja kre˛tos´ci z powierzchnia˛ charakterystyczna˛
Fakt, z˙e najlepszym dopasowaniem do danych numerycznych zalez˙nos´ci T (φ) oka-
zało sie˛ prawo logarytmiczne, ma dos´c´ ciekawe konsekwencje dla korelacji tej wiel-
kos´ci z innymi parametramimakroskopowymi opisuja˛cymi strukture˛ os´rodka. Wia-
domo bowiem, z˙e powierzchnia charakterystyczna S os´rodka złoz˙onego z losowo
rozmieszczonych, pokrywaja˛cych sie˛ kwadratowych przeszkód o polu powierzch-
ni V0 i obwodzie A0, charakteryzuje sie˛ logarytmiczna˛ zalez˙nos´cia˛ od porowatos´ci
([68]):
S =−d
R
φ lnφ, (5.9)
gdzie R jest tzw. promieniem hydraulicznym przeszkód, a d jest wymiarem prze-
strzeni (tu d = 2). Promien´ hydrauliczny definiujemy jako R = d ·V0/A0, gdzieV0 jest
obje˛tos´cia˛ przeszkody, a A0 jej powierzchnia˛. Na rysunku 5.17 przedstawione zosta-
ło porównanie powyz˙szej relacji z wartos´ciami numerycznymi. Punkty na wykresie
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Rysunek 5.17. Zalez˙nos´c´ powierzchni charakterystycznej S od porowatos´ci dla kwadratów
10×10 i kref= 3. Linia˛ przerywana˛ zaznaczony został wynik analityczny (5.9)
z uwzgle˛dnieniem wartos´ci d = 2 oraz R = 15.
reprezentuja˛ s´rednie po N = 14 układach dla kaz˙dej z przedstawionych wartos´ci φ.
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Ogólna zgodnos´c´ jest bardzo dobra, a niewielkie odste˛pstwa od wartos´ci analitycz-
nej w okolicy progu perkolacji moga˛ byc´ zwia˛zane z efektami rozmiaru sieci oraz
uz˙yciem kref = 3.
Przy pomocy prostych rachunków, moz˙na pokazac´, z˙e z relacji (1.8b) oraz (5.9)
wynika, z˙e [112]:
T −1∝ S
φ
. (5.10)
Na rysunku 5.18 przedstawiony został wykres zalez˙nos´ciT−1w funkcji Sφ , gdzie stała
proporcjonalnos´ci p = 0.77 wyznaczona została z procedury dopasowania do wzoru
(1.8b). Okazuje sie˛, z˙e proporcjonalnos´c´ wyraz˙ona wzorem (5.10) dobrze opisuje za-
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Rysunek 5.18. Graficzna weryfikacja proporcjonalnos´ci wyraz˙onej wzorem 5.10. Linia pro-
sta reprezentuje dopasowanie liniowe postaci y = a ·x+b, przy czym najlep-
sze dopasowanie uzyskane zostało dla a = 0.16 i b = 1.0.
lez˙nos´c´ mie˛dzy T , S i φ w całym badanym zakresie porowatos´ci i kre˛tos´ci. Oznacza
to, z˙e w badanym modelu wzrost długos´ci linii brzegowej (powierzchni charaktery-
stycznej) S prowadzi do wzrostu kre˛tos´ci T , a efekt tenwzmacnia sie˛ wraz ze zmniej-
szaniemporowatos´ci (φwmianowniku). Na tymetapie niemoz˙na jednak stwierdzic´,
czy relacja (5.10) jest w jakimkolwiek stopniu ogólna.Warto jednak zauwaz˙yc´, z˙e na-
wet jes´li relacja pomie˛dzy kre˛tos´cia˛ a porowatos´cia˛ w jakims´ układzie nie jest loga-
rytmiczna, to zalez˙nos´c´ (5.10) moz˙e byc´ nadal spełniona. Jest to jeden z kierunków
dalszych badan´ nad korelacjami parametrów makroskopowych w os´rodkach poro-
watych.
57
5. KRE˛TOS´C´ PRZEPŁYWU
5.4.6. Korelacja kre˛tos´ci z porowatos´cia˛ efektywna˛
Analize˛ korelacji porowatos´ci z kre˛tos´cia˛ moz˙na tez˙ przeprowadzic´ dla porowatos´ci
efektywnej φeff, która˛ tu definiujemy jako stosunek ilos´ci we˛złów sieci, przez które
zachodzi efektywnie cały transport cieczy, do reszty we˛złów [68]. Dzie˛ki tej definicji
wszelkie strefy „martwe”, które z punktuwidzenia transportu hydrodynamicznego sa˛
pomijalne (ale wypełnione ciecza˛, dlatego wchodza˛ce do wartos´ci porowatos´ci kla-
sycznej), nie sa˛ wliczane do wartos´ci φeff. Wartos´c´ φeff jest wie˛c z załoz˙enia mniej-
sza niz˙ klasyczna porowatos´c´ zdefiniowana jako stosunek obje˛tos´ci porów doste˛p-
nej dla cieczy do obje˛tos´ci zajmowanej przez cały materiał porowaty. W celu nume-
rycznego wyznaczenia porowatos´ci efektywnej, zastosowałem procedure˛ przedsta-
wiona˛ w [68] uwzgle˛dniaja˛c wprowadzona˛ w niniejszej rozprawie zmodyfikowana˛
procedure˛ wyznaczania linii pra˛du. Za komórki sieci, które aktywnie biora˛ udział
w transporcie cieczy, brane były te komórki, przez które przechodziły linie pra˛du
wyznaczonemetoda˛ całkowania znaczników o zerowej masie unoszonych przez po-
le pre˛dkos´ci. Wyznaczona w ten sposób zalez˙nos´c´ porowatos´ci efektywnej dla kilku
róz˙nych porowatos´ci przedstawiona została na rysunku 5.19. W tym miejscu warto
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Rysunek 5.19. Zalez˙nos´c´ porowatos´ci efektywnej φeff od porowatos´ci całkowitej φ. Czarne
punkty to rezultat procedury numerycznej. Dodatkowo narysowane zostały
funkcje y = x oraz φeff = 1+ ln(φ) – postulowana zalez˙nos´c´ φeff(φ).
zauwaz˙yc´, jakie konsekwencje miało uwzgle˛dnienie błe˛dnej wartos´ci progu perko-
lacji φc przez autorów pracy [68] (patrz podrozdział 5.2.1), którzy tez˙ zauwaz˙yli, z˙e
zalez˙nos´c´ φeff(φ) zachowuje sie˛ jak zalez˙nos´c´ logarytmiczna. Ze wzgle˛du na przyje˛-
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cie błe˛dnegoφc , nie byli jednakw staniewyjas´nic´, dlaczego proponowana zalez˙nos´c´
φeff = 1− ln(φ)/ ln(φc ) daje wartos´ci niefizyczne (tzn. φeff > φ) dla wysokich poro-
watos´ci. Jes´li zauwaz˙yc´, z˙e prawdziwe φc przyjmowało wartos´c´ wie˛ksza˛ od przyje˛-
tej przez autorów [68] – problem ten znika. Dla kwadratów o boku a = 10, wiel-
kos´c´ ln(φc) ≈ −1.0 i powyz˙sze wyraz˙enie na φeff(φ) przyjmuje uproszczona˛ postac´:
φeff = 1+ ln(φ). Widac´ wyraz´nie (rysunek 5.19), z˙e przy uwzgle˛dnieniu poprawnej
wartos´ci progu perkolacji, zalez˙nos´c´ ta (dla tego modelu oraz tych wielkos´ci prze-
szkód) jest logarytmiczna. Ma to bardzo interesuja˛ce konsekwencje, bo równiez˙ lo-
garytmiczne zalez˙nos´ci powierzchni swobodnej S i kre˛tos´ci T pozwalaja˛ postulowac´
inne zwia˛zki, z których najciekawszym wydaje sie˛ proporcjonalnos´c´ mie˛dzy kre˛to-
s´cia˛ a porowatos´cia˛ efektywna˛:
T ∝φeff. (5.11)
Porównanie wzoru (5.11) z rezultatami symulacji zostało przedstawione na rysun-
ku 5.20. Widac´ wyraz´nie, z˙e w całym zakresie porowatos´ci efektywnej kre˛tos´c´ jest do
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Rysunek 5.20. Liniowa zalez˙nos´c´ kre˛tos´ci T od porowatos´ci efektywnej φeff.
niej wprost proporcjonalna. Współczynnik nachylenia prostej wynosi a =−0.68. Na
tym etapie niema jednak podstawdo interpretacji tej wartos´ci. Podobnie jakw przy-
padku powierzchni swobodnej, przedstawiona˛ proporcjonalnos´c´ nalez˙ałoby zbadac´
w szerszym zakresie układów o róz˙nej budowie, co pozwoliłoby potwierdzic´ ba˛dz´
odrzucic´ ja˛ jako prawo uniwersalne.
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5.5. Omówienie wyników i podsumowanie
Przedstawiona w tym rozdziale dokładna analiza procedury numerycznej do obli-
czania kre˛tos´ci oraz wyniki, jakie uzyskalis´my, pokazuja˛, z jak trudnym problemem
mamy do czynienia. Skomplikowana struktura linii pra˛du, których uz˙ywalis´my do
obliczen´ kre˛tos´ci i duz˙e róz˙nice pre˛dkos´ci minimalnych imaksymalnych wzdłuz˙ po-
jedynczej linii spowodowały potrzebe˛ uz˙ycia wyrafinowanych metod całkowania ze
zmiennym krokiem czasowym. Okazało sie˛, z˙e nawet z uz˙yciem takich metod nu-
merycznych, linie pra˛du nie zawsze znajduja˛ droge˛ przez cały układ,moga˛ rozszcze-
piac´ sie˛ na charakterystyczne „wyspy”, a naste˛pnie trafic´ w obszary o bardzo niskich
pre˛dkos´ciach lokalnych, gdzie nawet zastosowanie zmiennego kroku czasowego nie
umoz˙liwia uzyskania zadowalaja˛cego rozwia˛zania. Oszacowanie tych błe˛dów poka-
zało jednak, z˙e jest to efekt, który nie wpływa znacza˛co na obliczana˛ kre˛tos´c´.
Kolejnym krokiem w strone˛ usprawnienia procedury numerycznego wyznacza-
nia kre˛tos´ci układu byłowprowadzenie rozkładu linii pra˛du uwzgle˛dniaja˛cegowaru-
nek stałego strumienia cieczy pomie˛dzy sa˛siednimi liniami pra˛du. Dzie˛ki temu linie
pra˛du w obszarach o wie˛kszej pre˛dkos´ci sa˛ zage˛szczone, a s´rednia z linii pra˛du jest
juz˙ zwykła˛ s´rednia˛ arytmetyczna˛. Nie chodzi tu tylko o uproszczenie wzoru na kre˛-
tos´c´, ale przede wszystkim o zwie˛kszenie liczby linii pra˛du w miejscach szczególnie
waz˙nych, a takimi sa˛ włas´nie miejsca przez które naste˛puje przepływ. Miejsca o lo-
kalnie niskich pre˛dkos´ciach niewnosza˛ wiele do transportu i nie sa˛ brane poduwage˛
przy obliczeniach. Realizowana wczes´niej w literaturze procedura regularnego roz-
kładu linii pra˛du w poła˛czeniu z obliczaniem s´redniej waz˙onej z wagami równymi
pre˛dkos´ciom lokalnym nie jest w stanie dac´ dokładnos´ci, jaka˛ oferuje algorytm za-
proponowany w niniejszej rozprawie.
W trakcie obliczen´ okazało sie˛ równiez˙, z˙emetoda gazu sieciowego LBM jest bar-
dzo dobrym narze˛dziem dla s´rednich porowatos´ci. Dla φ → φc oraz φ → 1 poja-
wiały sie˛ róz˙ne, niepoz˙a˛dane efekty. Przede wszystkim, dla obu skrajnych wartos´ci
φ znacznie ros´nie czas relaksacji trel kre˛tos´ci. Oznacza to koniecznos´c´ znacznego
zwie˛kszenia liczby kroków czasowych potrzebnych do uzyskania stanu stacjonarne-
go oraz – w niektórych przypadkach – ekstrapolacji tych wartos´ci za pomoca˛ funk-
cji wykładniczej. Z´ródło zwie˛kszenia czasu relaksacji jest jednak w obu przypadkach
inne. Dla φ ≈ 1 układ zbudowany jest z pojedynczych przeszkód, które nie tworza˛
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skomplikowanej sieci kanałów, a ich liczba jest tak mała, z˙e stan stacjonarny osia˛-
gany jest bardzo powoli (czego powodem jest dyfuzyjny charakter relaksacji pola ci-
s´nienia). Jest to znana cecha modeli opartych o gaz sieciowy. W drugim skrajnym
obszarze, bliskim progowi perkolacji, wzrost trel moz˙na tłumaczyc´ istnieniem sie-
ci długich, wzajemnie poła˛czonych kanałów o małej s´rednicy, w których relaksacja
cis´nienia naste˛puje równiez˙ w sposób dyfuzyjny. Okazało sie˛, z˙e konfiguracje o po-
rowatos´ci w okolicach φ = 0.6 maja˛ budowe˛ optymalna˛ dla czasu relaksacji. Jest to
obszar porowatos´ci w którym układy maja˛ charakter pos´redni – juz˙ nie składaja˛ sie˛
jedynie z odizolowanych wysp, a jeszcze nie tworza˛ sieci długich, pojedynczych, od-
izolowanych kanałów.
Do analizowanej w tym rozdziale empirycznej relacji logarytmicznej pomie˛dzy
kre˛tos´cia˛, a porowatos´cia˛ (1.8b) nalez˙y podejs´c´ krytycznie. Dopasowanie, jakie zo-
stało uzyskane jest bardzo dobre, ale nie moz˙na zapominac´, z˙e uzyskano je tylko
dla modelu pokrywaja˛cych sie˛ przeszkód kwadratowych. Na tym etapie nie moz˙na
wnioskowac´, z˙e prawo to spełnione jest dla dowolnego układu, ani z˙e ma ono taka˛
sama˛ postac´ w przestrzeni trójwymiarowej. Dos´c´ obiecuja˛co wygla˛daja˛ natomiast
relacje, jakie udało sie˛ zaproponowac´ pomie˛dzy kre˛tos´cia˛ a charakterystyczna˛ po-
wierzchnia˛ mikroporów oraz efektywna˛ porowatos´cia˛, gdzie uzyskana została bar-
dzo dobra zgodnos´c´. Jednym z moz˙liwych dalszych kierunków badan´ nad omawia-
nymi zagadnieniami jest dalsze poszukiwanie zwia˛zków mie˛dzy tymi parametrami
makroskopowymi, zarówno dla róz˙nych modeli, jak i w badaniach eksperymental-
nych.
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Głównym celem niniejszej rozprawy było zbadanie dwóch szczególnych zagadnien´
zwia˛zanych z transportempłynówprzez os´rodki porowate: dyfuzji „anomalnej”wmo-
delu Küntza i Lavallée’go oraz analiza kre˛tos´ci przepływu przez os´rodek porowaty.
W rozdziałach 2 i 4 wprowadzony został model Küntza i Lavallée’go (KL) os´rodka
porowatego złoz˙onego z losowo rozmieszczonych rozpraszaczy.W niniejszej rozpra-
wie udało sie˛ pokazac´, z˙e obserwowanaw tymmodelu ewolucja profilu koncentracji,
uprzednio interpretowana jako efekt dyfuzji anomalnej, moz˙e byc´ wyjas´niona jako
złoz˙enie dwóch klasycznych zjawisk: dyfuzji Ficka oraz słabego dryfu hydrodyna-
micznego [113].
Naturalna˛ konsekwencja˛ tych badan´ było przejs´cie do badan´ nad zjawiskami hy-
drodynamicznymi w os´rodkach o bardziej skomplikowanej budowie. Problemem,
który ła˛czy oba zagadnienia ze soba˛, jest zbadanie korelacji pomie˛dzy makroskopo-
wymi wielkos´ciami fizycznymi opisuja˛cymi transport cieczy przez os´rodek porowa-
ty. Po wprowadzeniu modelu gazu sieciowego Boltzmanna w rozdziale 3, omówio-
na została nowa procedura numeryczna do wyliczenia kre˛tos´ci (T) – parametruma-
kroskopowego opisuja˛cego stopien´ wydłuz˙enia drogi transportowanych przez os´ro-
dek cza˛steczek materii (rozdział 5). Dzie˛ki dokładnej analizie błe˛dów o róz˙nym z´ró-
dle pochodzenia, udało sie˛ przedstawic´ nowe wyniki dotycza˛ce zalez˙nos´ci pomie˛-
dzy porowatos´cia˛ a kre˛tos´cia˛ os´rodka [112]. Nowe, dokładniejsze wyniki dotycza˛ce
zalez˙nos´ci kre˛tos´ci od porowatos´ci pozwoliły wysuna˛c´ hipoteze˛ dotycza˛ca˛ korelacji
pomie˛dzy takimi parametrami jak porowatos´c´ efektywna, powierzchnia charaktery-
styczna i kre˛tos´c´.
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Kolejnym krokiemw kontynuacji przedstawionych w niniejszej rozprawie badan´
be˛dzie sprawdzenie uniwersalnos´ci przedstawionych korelacji. Równie istotne wy-
daje sie˛ byc´ sprawdzenie, jak badane wielkos´ci zachowuja˛ sie˛ w układach (mode-
lach) trójwymiarowych. Bardzo waz˙ne, szczególnie z punktuwidzenia ewentualnych
zastosowan´, byłoby równiez˙ opracowanie dokładnych i efektywnychmetod pomiaru
eksperymentalnego wielkos´ci takich jak φeff, S i T . Mogłyby w nich znalez´c´ zastoso-
wanie narze˛dzia numeryczne opracowane na potrzeby niniejszej rozprawy.
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